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Параболическое уравнение Кирхгофа, содержащее интегральную нагрузку в главной части, модели-

рует некоторые нелинейные диффузионные процессы. В рассматриваемом случае нагрузкой является ра-
циональная степень m/n линейной функции от нормы производной искомого решения в пространстве 
H1(Ω). В работе устанавливаются априорные оценки интегральной нагрузки, для чего производятся инте-
гральные преобразования слагаемых скалярного произведения исходного уравнения и временной произ-
водной его решения. Таким способом получены априорные неравенства, которые ограничивают инте-
гральную нагрузку уравнения Кирхгофа известной функцией, зависящей от правой части уравнения и на-
чального условия, а также от знака и вида показателя степени. Показан способ редукции уравнения Кирх-
гофа к линейному уравнению путем замены интегральной нагрузки правыми частями этих оценок. Приве-
ден пример такой редукции. Установленные оценки интегральной нагрузки и некоторые другие, сопутст-
вующие им, могут быть использованы для доказательства существования и единственности решения соот-
ветствующих задач. Описанный способ установления априорных оценок и последующей редукции нели-
нейного уравнения к линейному может быть применен к широкому классу нагруженных уравнений, со-
держащих модуль интеграла рациональной степени искомой функции или ее производной. 

Ключевые слова: параболическое уравнение Кирхгофа, априорная оценка, интегральная нагрузка, 
редукция к линейному уравнению. 

 
Введение. В области 
{( , ) : , [0, ]}nQ x t x R t T     с границей 

2C  рассмотрим уравнение Кирхгофа  
( ) ( , ),tu a s u f x t                     (1) 

при условиях 

1( ,0) ( ), 0, ( ,..., ) .nu x x u x x x


       (2) 

Будем искать непрерывно-дифференцируе-
мую по [0, ]t T  и дважды непрерывно-диффе-

ренцируемую по x  функцию u(x, t), удовле-
творяющую условиям (1), (2). Положим при этом 

 1 2 1 2( ) , 0, 0, , , ,
p m

a s C s C C C p m n N
n

       

2 2
.( ) , ns s t u u x Rd



      

Функцию a(s), как и s(t), назовем инте-
гральной нагрузкой уравнения (1).  

Уравнения вида (1) и подобные им, содер-
жащие дополнительные члены, моделируют 
процессы диффузии в различных средах. Впер-
вые подобное одномерное уравнение,  
по-видимому, было рассмотрено в работе [1], 
посвященной гиперболическим уравнениям  
 

 
 

с интегральной нагрузкой, для которых «указыва-
ется прием решения некоторых краевых задач при 
помощи бесконечных систем дифференциальных 
уравнений». Здесь же указанный прием перено-
сится на параболические уравнения вида (1). Впо-
следствии подобные уравнения активно исследо-
вались. Можно упомянуть работы [2–4], в кото-
рых рассматривается задача о проникновении 
электромагнитного поля в вещество, коэффици-
ент электропроводности которого зависит от тем-
пературы. Многомерное уравнение вида (1) ис-
следовалось в [5] и некоторых других работах.  
Из более поздних можно указать, например, рабо-
ты [6–9], где изучаются вопросы разрешимости 
начально-краевых задач для уравнений с инте-
гральными нагрузками разного вида в главной 
части, в том числе и с младшими членами. К по-
добным уравнениям можно редуцировать прак-
тически важные параболические уравнения со 
степенной нелинейностью в главной части, опи-
сывающих процессы фильтрации и диффузии 
газов [10, 11]. В этом случае редукция произво-
дится путем замены нелинейного члена его инте-
гралом по пространственной переменной. 
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В настоящей работе для интегральной на-
грузки уравнения (1) устанавливаются априор-
ные оценки, правые части которых являются из-
вестными функциями свободного члена уравне-
ния и начального условия. Они могут быть ис-
пользованы для редукции нагруженного уравне-
ния к ассоциированному с ним линейному урав-
нению путем замены ими интегральной нагруз-
ки. Полученное таким образом аппроксимирую-
щее линейное уравнение может быть принято за 
начальное приближение к исходному нагружен-
ному уравнению в итерационном процессе поис-
ка решения задачи (1), (2). Примененный в рабо-
те подход ранее использовался автором в [12] 
для гиперболического уравнения Кирхгофа.  

 
1. Интегральная нагрузка 

 1 2( )
p

a s C s C
   

Рассмотрим уравнение (1) в виде  

 1 2 ( , ), , .
m

ntu C s C u f x t m n N           (3) 

Теорема 1. Пусть решением задачи (3), (2) 

является функция 1( ),u H   и при этом 

2, , ( ).  tu f L  Тогда функция 1 2( )
m n

nC s C


  
ограничена зависящей от t константой. 

Доказательство. Легко убедится, что в ска-
лярном произведении  

( , ) ( )( , ) ( , )t t t tu u a s u u f u                (4) 
имеет место равенство 

   1 2 1 2
1

1
( )( , ) ,

2

m

nt

d
a s u u C s C C s C

C dt
      

приводящее (4) к виду 

   2
1 2 1 2

1

1
2 2 .

m

nt t

d
u C s C C s C fu dx

C dt


      

Интегрируя последнее, получим равенство 

 

 

2
1 2

10

1 2
10

1
2

1
2 (0) .

t m n

nt

t m n

nt

n
u d C s C

C m n

n
fu dxd C s C

C m n







   


   




 
 

Применяя неравенство Коши с  = 0.5 к 
первому слагаемому правой части, получим  

 

 

1 2
1

2
1 2

10

1

1 1
(0) .

2

m n

n

t m n

n

n
C s C

C m n

n
f d C s C

C m n





 


   


 

Отсюда следует выполняющаяся для всех  
t  [0, T] оценка 

1 2( ) ( ),
m n

nC s C K t


                    (5) 

 2 2
1 1 2

0

( ) .
2

m nt
nm n

K t C f d C C
n




      

Теорема 1 доказана. 
Неравенство (5) позволяет редуцировать 

нелинейное уравнение (3) к линейному уравне-
нию. Для этого положим в (3)  

 1 2( ) ( ) ,
m m
n m nC s C K t    

что влечет за собой уравнение 

 ( ) ( , ).
m

m ntu K t u f x t                   (6) 

Замечание 1.1. Из (5) в силу положитель-
ности p вытекает оценка 

1 2 ,
n

m nC s C K    
откуда следует 

2 1
1 2 .

n

m ns u C K C 
 

     
 

 

Замечание 1.2. Интегрируя скалярное про-
изведение (1) и функции u и переходя к нера-
венству, получим 

2 2 2

0 0

.
t t

u u d f d      

Применение неравенства Гронуолла–
Беллмана [13] дает оценку 

2
3( ),u K t  

2 2
3

0 0 0

( ) ( 1) .
t t

tK t e f d d f d


         

2. Интегральная нагрузка 

 1 2( )
p

a s C s C
   

При условиях (2) рассмотрим уравнение  

  1 2 ( , ), , .
m

ntu C s C u f x t m n N
        (7) 

При данном виде a(s) в скалярном произ-
ведении (4) имеет место равенство 

   1 2 1 2
1

1
( )( , ) .

2

m

nt

d
a s u u C s C C s C

C dt
      

Продолжим его при m = n и m ≠ n.  
При m = n (т.е. p = – 1) имеем 

     1
1 2 1 2 1 2ln .

d d
C s C C s C C s C

dt dt
       (8) 
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Пусть m ≠ n. Тогда 

     1 2 1 2 1 2 .
m n m

n n
d n d

C s C C s C C s C
dt n m dt


   


 (9) 

Заметим также, что 
2 2 2

(0) ( ,0) ( ) .s u x dx x dx 
 

        

Теорема 2. Пусть решением задачи (7), (2) 

является функция 1( ),u H   и при этом 

2, , ( ),tu f L   , .m n N  Тогда нижеследую-
щие функции ограничены зависящими от t кон-
стантами: 

a)  1 2ln C s C  при m = n, 1 2 1C s C  ; 

b)   1
1 2ln C s C

  при m = n, 1 2 1C s C  ; 

c)  1 2

n m

nC s C


  при m < n, (0) 0s  ; 

d)  1 2

m n

nC s C


  при m > n, (0) 0, ( ) 0,s s t   

 2 2
1 2

10

2 1
.

nt
m nn

f d C C
m n C

    
       (10) 

Доказательство. Пусть m = n. С учетом (8) 
запишем 

 2
1 2

1

1
ln 2 .t t

d
u C s C fu dx

C dt


     

После интегрирования последнего перей-
дем к неравенству 

   21
1 2 1 2

0

ln ln (0) ,
2

t
C

C s C f d C s C     (11) 

a) Пусть 1 2 1.C s C   Тогда 

 1 2 1ln ( ),C s C K t                  (12) 

 2 21
1 1 2

0

( ) ln .
2

t
C

K t f d C C      

Замечание 2.1. Из (12) следует 
1

1 2 ,KC s C e   
что позволяет записать 

 1
2 1

1 2 .Ks u C e C     

b) Пусть 1 2 1.C s C   Запишем (11) в виде 

   21 1
1 2 1 2

0

ln ln (0) ,
2

t
C

C s C f d C s C     

откуда следует 

  1
1 2 2ln ( ),C s C K t

                   (13) 

  12 21
2 1 2

0

( ) ln .
2

t
C

K t f d C C


      

c) С учетом (9) запишем уравнение (7) в 
виде 

 2
1 2

1

1
2 .

n m

nt t

n d
u C s C fu dx

C n m dt





  
   

Его интегрирование приводит к оценке 

 1 2 ( ),
n m

nC s C K t


                  (14) 

 2 2
1 1 2

0

( ) .
2

n mt
nn m

K t C f d C C
n




      

d) Интегрируя (9) при m > n, заметим, что в 
силу возрастания функции s(t) 

 

   

   

1 2

0

1 2 1 2

1 2 1 2

(0)
0.

(0)

t n m

n

m n m n

n n

m n m n

n n

d
C s C d

dt

C s C C s C

C s C C s C



 

 

  

  
 

 


 

Переходя к неравенству, запишем 

   

   
1 2 1 2

1 2 1 2

2
1

0

(0)

(0)

.
2

m n m n

n n

m n m n

n n

t

C s C C s C

C s C C s C

m n
C f d

n

 

 

  


 


 

 

С помощью элементарных преобразований 
перейдем к неравенству 

   

 

1 2 1 2

1 2

(0)

( ) ,

m n m n

n n

m n

n

C s C C s C

F t C s C

 



   

 
 

 2 2
1 1 2

0

( ) .
2

m n t
nm n

F t C C C f d
n




     

Отсюда следует 

    1 2 1 21 ( ) (0) ,
m n m n

n nF t C s C C s C
 

     

что приводит к оценке 

 1 2 ( ),
m n

nC s C K t


                     (15) 

 2
1 2

( ) .
1 ( )

m n

nC C
K t

F t



 



 

Замечание 2.2. Очевидно, что оценка (15) 
имеет смысл при F(t) < 1, что обеспечивается 
выполнением неравенства (10). 

Теорема 2 доказана. 
Рассмотрим применение полученных оце-

нок для редуцирования нелинейного уравнения 
(8) к соответствующим линейным уравнениям.  
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a) и b) Переход к равенствам в (11) и (12) по-
зволяет перейти от (7) к линейному уравнению 

 exp ( ) ( , ),tu K t u f x t                (16) 

в котором  

1 1 2

2 1 2

( ), 1,

)
( )

( , 1.

K t C s C
K

K t C
t

s C


 


 
 

 

c) Полагая в уравнении (7)  

 1 2( ) ( ) ,
m m
n m nC s C K t


   

где K(t) – правая часть неравенства (14), полу-
чаем линейное уравнение 

 ( ) ( , ).
m

m ntu K t u f x t               (17) 

d) Полагая в уравнении (7)  

 1 2( ) ( ) ,
m m
n n mC s C K t


   

где K(t) – правая часть неравенства (15), полу-
чаем линейное уравнение 

 ( ) ( , ).
m

n mtu K t u f x t                   (18) 
 

3. Пример. Приведем одномерный пример, 
соответствующий случаю c) теоремы 2. Пусть 
задача (7), (2) имеет вид 

1
1 2

2

0

1 ,tt x xxu u dx u xt


 

    
 
  

21
( ,0) (2 3), [0,1],

6
(0, ) (1, ) 0, [0, ].x x

u x x x x

u t u t t T

  

  
 

Таким образом, в формулировке теоремы 2 
имеем 

2
1 2( ) 0,5 , ( , ) , 1, 1, 2.x x f x t xt C C m n        

Найдем величины, входящие в (14): 
1 3

2 2

0 0 0

,
9

t t
t

f d x dxd        

1 1 1
2 22 2

0 0 0

1
( ,0) ( ) ,

3x xu x dx x dx x dx         

 
1

2 321 1,1547, ( ) 0,02778 1,1547.K t t      

После подстановки в (21) получаем линей-
ное уравнение 

3(0,02778 1,1547) .t xxu t u xt    
 

Заключение. В работе установлены апри-
орные оценки для интегральной нагрузки 

 1 2 1 2( ) , 0, 0, , , ,
p m

a s C s C C C p m n N
n

     

уравнения (1) при условиях (2) и показано их 
применение к его линеаризации. Положитель-
ной степени интегральной нагрузки соответст-
вует оценка (5). Для отрицательной степени 
рассмотрены случаи m = n с оценками (12) и 
(13), а также случаи m < n и m > n с оценками 
(14) и (15) соответственно. Правые части полу-
ченных выражений, рассматриваемых как ра-
венства, используются для линеаризации урав-
нения (1) путем замены ими интегральной на-
грузки. Результатом являются уравнения (6), 
(16), (17), (18). Приводится одномерный при-
мер, иллюстрирующий редукцию нагруженного 
уравнения к линейному. Решение последнего 
при исходных начально-краевых условиях мо-
жет быть принято за первое приближение к ре-
шению нагруженной задачи. При p = 1 допол-
нительно установлены оценки нагрузки 

1 2( ) pC s C  и, как следствие, функции s(t) (за-
мечания 1.1 и 2.1). Кроме этого, при p = 1 также 
получена априорная оценка квадрата нормы 
искомой функции (замечание 1.2). Все полу-
ченные результаты целесообразно использовать 
для доказательства существования и единст-
венности решений рассмотренных задач. 
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The aim of the work is to establish a priori estimates for the integral load of the Kirchhoff parabolic equa-
tion. This equation models some nonlinear diffusion processes. In this case, the load is the rational degree m/n of a 
linear function of the norm of the derivative of the desired solution in the space H1(Ω). To achieve this goal, 
integral transformations of the terms of the scalar product of the original equation and the time derivative of its 
solution are performed. In this way, a priori inequalities are established that limit the integral load of the Kirchhoff 
equation to a known function that depends on the right side of the equation and the initial condition, as well as on 
the sign and type of the exponent. A method is shown for reducing the Kirchhoff equation to a linear equation by 
replacing the integral load with the right-hand sides of these estimates. An example of such a reduction is given. 
The established estimates of the integral load and some others accompanying them can be used to prove the exis-
tence and uniqueness of solutions to the corresponding problems. The described method of establishing a priori 
estimates and subsequent reduction of a nonlinear equation to a linear one can be applied to a wide class of loaded 
equations containing the modulus of the integral of the rational degree of the desired function or its derivative. 

Keywords: Kirchhoff parabolic equation, a priori estimation, integral load, reduction to a linear equation. 


