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Изгибные колебания однослойной углеродной нанотрубки определяются исходя из теории упругих 
колебаний длинной цилиндрической оболочки, при этом с большой точностью удовлетворяется условие 
нерастяжимости срединной поверхности. Поверхности оболочки контактируют со средами разной плот-
ности и давления внутри и вне оболочки. Среда может быть сжимаемой в процессе деформации поверхно-
сти и несжимаемой. Для газов принимается изотермический закон, а для модели несжимаемой жидкости – 
постоянство плотности. Заданные статические давления не изменяются в процессе деформации трубки. 
Используются уравнения движения идеальной несжимаемой и сжимаемой жидкости с разными плотно-
стями и давлениями внутри и вне трубки. Принимается допущение о безотрывном взаимодействии между 
стенкой трубки и контактирующей средой. Поперечная распределенная сила определяется с учетом изме-
нения элементарных длин на внутренней и внешней поверхностях изогнутой оболочки в соответствии  
с гипотезой Кирхгоффа–Лява о нормали к изогнутой срединной поверхности. Используются условия ра-
венства скоростей идеальной жидкости по нормали и стенки трубки. Исследуется спектр собственных 
частот радиальных изгибных колебаний длинной замкнутой оболочки с параметрами однослойной угле-
родной нанотрубки и влияние на них сред внутри и вне ее. Изучена зависимость собственных частот от 
отношений плотностей и давлений сред, а также материала, толщины стенки и радиуса трубки. Собствен-
ные частоты изгибных колебаний нанотрубки в присутствии воды и других жидкостей всегда существен-
но меньше, чем в вакууме. Это объясняется влиянием присоединенных масс жидкостей внутри трубки и 
вне. Важными представляются оценки условий возникновения кавитационного взаимодействия между 
нанотрубкой и жидкостью, так как это приводит к сильному изменению частот колебаний системы по 
сравнению с безотрывным взаимодействием. По-видимому, это сложное явление еще не рассматривалось. 
Оно нуждается в экспериментальном изучении. Более точное описание его возможно методом молекуляр-
ной физики и численного моделирования. Здесь даны некоторые оценки этого явления в случае контакта 
колеблющейся однослойной нанотрубки, находящейся в воде. Полученные результаты имеют значение и 
для цилиндрических оболочек макроразмеров. Влияние контактирующей среды является значительным на 
частоту колебаний в случае тонких оболочек из материала с низким модулем упругости. 

Ключевые слова: углеродная нанотрубка, цилиндрическая оболочка, газ, давление, плотность, при-
соединенная масса. 

 
Введение. Рассмотрению колебаний упру-

гих пластин и оболочек, контактирующих с 
жидкостью и газом, посвящена обширная лите-
ратура [1–7]. Изучены различные аспекты зада-
чи. Например, в [1] представлен метод, позво-
ляющий определять частоты колебаний цилинд-
рических оболочек бесконечной длины в акусти-
ческой среде. Показано, что существует низкая 
частота, когда излучение не происходит, и высо-
кая частота, когда происходит излучение. Резо-
нанс возникает только в первом из указанных  
 

 
 
 
 
 

диапазонов. Метод требует только модификации 
для учета эффекта статического давления в ок-
ружающей среде. Работа [4] посвящена аналити-
ческому и численному исследованиям свобод-
ных колебаний. Дан сравнительный анализ ре-
зультатов, полученных с использованием моде-
лей сжимаемой и несжимаемой среды. Делается 
вывод, что для решения практических задач, 
требующих учета полного спектра собственных 
частот системы оболочка-среда, должна исполь-
зоваться модель сжимаемой среды.  
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В анализе собственных колебаний замкну-
той цилиндрической оболочки рассматриваются 
случаи конечной и бесконечной длины. В по-
следнем случае наиболее подробно изучены ко-
лебания с образованием волн только по окруж-
ной координате. Показано, что при этом с боль-
шой точностью удовлетворяется условие нерас-
тяжимости срединной поверхности. При этом 
элементарная длина ds по окружности равна 

* *ds Rd R d    ,                  (1.1) 

где радиус срединной поверхности R и угол  
относятся к состоянию без деформации, а 

* *,  R   – при деформации. Уравнение движения 

относительно кривизны  и радиального пере-
мещения w(, t) имеет вид [1–7] 
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(1.2) 

где h, , D – толщина стенки, плотность и из-
гибная жесткость, точка над буквой означает 
производную по времени t, T – окружное уси-
лие, q – распределенная поперечная сила. При 
записи (1.2) использовано условие нерастяжи-
мости срединной поверхности, равносильное 
(1.1). Из него следуют равенство нулю дефор-
мации срединной поверхности и упрощенные 
выражения для изменения кривизны  
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 (1.3) 

где v – перемещение в окружном направлении. 
По этому уравнению изучены свободные, 

вынужденные и параметрические колебания 
замкнутых оболочек, цилиндрических панелей 
с произвольным углом раствора, арок, колец из 
изотропных и ортотропных материалов. Естест-
венно, основные исследования со времен Релея 
[8] по колебаниям оболочек выполнены без 
учета среды, контактирующей с ее стенками. 
Также в работах обзора [9] по задачам диагно-
стики повреждений элементов конструкций по 
собственным частотам колебаний не учитыва-
ется влияние окружающей среды. 

В анализе динамики микро- и нанотрубок в 
последние десятилетия наряду с эксперимента-
ми и методами молекулярной динамики нашли 
применение разные модели теории тонкостен-
ных упругих оболочек. Эти исследования были 
стимулированы, в частности, применением 
микро- и нанопленок, нанопроволок, нанотру-

бок в качестве детекторов и сенсоров в химии, 
биологии и т.д. [10–12].  

Наиболее близким к предмету настоящего 
анализа является статья [13], поэтому рассмот-
рим ее более подробно. В ней изучен спектр соб-
ственных частот цилиндрической тонкостенной 
оболочки с параметрами одностенной нанотруб-
ки с волнообразованием по окружности и по 
длине. Учитывается сжимаемость жидкости. 
Рассматриваются осесимметричные и неосесим-
метричные движения, которые разделяются  
на преимущественно радиальные, продольные 
волны, а также на волны вращения вокруг оси 
цилиндра. При значениях модуля упругости  
E = 500 МПа, плотностях трубки и воды  
 = 1.47∙103 кг/м3, f = 103 кг/м3, радиуса средин-
ной поверхности и толщины R = 12.8 нм,  
h = 2.7 нм показаны различные сценарии движе-
ния. В частности, при длине продольной волны, 
большей, чем десять диаметров оболочки, часто-
ты преимущественно радиальных колебаний не 
зависят от продольной деформации. При длинах 
продольных волн, меньших диаметра, частота с 
образованием двух волн по окружности мало 
зависит от контакта стенки с водой. 

В данной работе рассматривается спектр 
собственных частот радиальных изгибных ко-
лебаний длинной замкнутой оболочки с пара-
метрами однослойной углеродной нанотрубки и 
влияние на них сред внутри и вне ее. При этом 
будем пользоваться уравнениями движения 
идеальной несжимаемой и сжимаемой жидко-
сти с разными плотностями и давлениями сред 
внутри и вне трубки. Важным представляется 
выяснение влияния сред по указанным моделям 
в случае трубки микро- и наноразмеров, преде-
лов применимости модели безотрывного взаи-
модействия стенок трубки и жидкости, возмож-
ности их кавитационного взаимодействия. 

 
Постановка задачи. Нанотрубка образо-

вана зигзагообразным рядом атомов углерода 
по окружности [14]. На ее внутреннюю и внеш-
нюю поверхности действуют равномерные ста-
тические давления р1, р2. Они связаны с плотно-
стями сред ρ1 и ρ2 уравнениями состояния. Для 
газов будем принимать изотермический закон, а 
для модели несжимаемой жидкости – постоян-
ство плотности. Заданные статические давления 
р1, р2 не изменяются в процессе деформации 
трубки.  

Ввиду принятого выше предположения об 
отсутствии волнообразования в продольном 
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* 1 2, ,p p есть функции w (R* = R + w). В уравне-
нии движения (1.2) сила T умножается на изме-
нение кривизны, поэтому член с T является не-
линейным, в связи с чем в дальнейшем поправ-
ка T  к окружной силе не учитывается. 

Поперечную распределенную силу q опре-
деляем с учетом изменения элементарных длин 
на внутренней и внешней поверхностях изогну-
той оболочки в соответствии с гипотезой Кирх-
гоффа–Лява о нормали к изогнутой срединной 
поверхности 

1 * * 2 * *, .
2 2

h h
ds R d ds R d

           
     

С учетом (1.1) получаем 

1

2

1
1 ,

2

1
1 .

2

h
ds Rd

R

h
ds Rd

R

        
  

        
  

 

Поперечная сила на элемент ds срединной 
поверхности равна  0 1 1 1qds p p p ds   

 0 2 2 2.p p p ds    Подставляя сюда значения 

ds1, ds2, с учетом (1.3), получаем 

 1 2 1 2

2
1 2

2 2
,     .

2

m m

m
m

h
q p p p p p p

R

p h p pw
w p

R

      

  
   

 
     

(2.4) 

Из (1.2), (1.3), (2.2)  (2.4) находим уравне-
ние 

 

 

36 4 2 4 2
1 2

6 4 2 4 2

4 24
1 2

2 2 2

2

.

p p Rw w w w w

D

R p pR w
w

D

     
     

     
        




(2.5) 

Здесь исключены нелинейные члены. В составе 
четвертого члена и правой части одинаковые 
величины, содержащие средние давления pm, 
сокращены. Это является особенностью замк-
нутой цилиндрической оболочки. Если она яв-
ляется незамкнутой (цилиндрическая панель 
произвольного угла раствора), то в уравнение 
(2.5) входит и член, содержащий pm.  

Исходя из структуры уравнения (1.2) и в 
отличие от (2.3) в выражении (2.4) сохранен 
член, содержащий функцию прогиба. Так как 

1p и 2p  зависят от w, то нелинейным является 

член с mp , умноженный на изменение кривиз-
ны. Поэтому он в (2.4) не учтен. Как будет вид-
но из дальнейшего, 1p и 2p  величины, близкие 

по амплитуде, имеют разные знаки. Ввиду этого 
член с mp в (2.4) можно не учитывать. 

Условия равенства скоростей идеальной 
жидкости по нормали и стенки трубки имеют 
вид  

1,2
* *

φ
,θ ,

2

w h
R

r t

         
             (2.6) 

где 1,2  потенциал скорости для внутренней и 
внешней областей. В скобках указаны коорди-
наты точек в областях, занимаемых жидкостя-
ми, куда приходят фиксированные точки по-
верхностей стенки при деформации. Так как 
R* = R + w, θ* = θ + v/R, то левые части (2.6) 
можно записать 

2 2
1,2 1,2 1,2

2

φ φ φ
,θ .

2

v h
w R

r R rr

           
 

Поэтому в линейной задаче в условиях 
(2.6) принимаем их выполнение при 2,θR h . 
Если считать размер h/2 малым по сравнению с 
R, то условие (2.6) ставится при R. То же самое 
относится к определению давлений 

1,2 1,2 1,2ρ φp t    . По второму варианту имеем 

2
1,2 1,2

2

2
1,2 1,2

1,2 1,2

φ φ
,

2

φ φ
ρ .

2

h w

r tr

h
p

t t r

  


 
  

       



         
(2.7) 

Потенциал скорости определяется из урав-
нений [1–3] 

2 2 2
1,2 1,2 1,2 1,2
2 2 2 2 2

1,2

1,22
1,2 1,2

1,2

φ φ φ
0,

θ

,

r rr r c t

p
c k

    
   

  




   

(2.8) 

где 1,2с – скорость звука, 1,2k  – коэффициент 

адиабаты. 
Решение уравнения для внутренней облас-

ти должно удовлетворять условию ограничен-
ности возмущений при r = 0, а для внешней об-
ласти – условию затухания на удалении от 
трубки ( 2φ 0 при r r     ). 

 
Контакт нанотрубки с несжимаемой 

средой. По модели несжимаемой жидкости в 
уравнении (2.8) нужно опустить последний 
член в левой части. Жидкость и газ предпола-
гаются несжимаемыми при определении дина-
мических давлений 1p  и 2p . В то же время ста-
тические давления р1 и р2 и плотности ρ1 и ρ2 



М.А. Ильгамов, А.Г. Хакимов, С.В. Дмитриев. Влияние окружающей среды на собственные… 
 

9 

сред определяются изотермическим законом 
для сжимаемых сред. 

Примем решение уравнения (2.5) в виде 
периодических функций по окружной коорди-
нате и по времени 

 cos θsinω , 2,3,... .nw W n t n        (3.1) 

Тогда в функциях потенциала скорости  
 
 

1 1

2 2

φ cos cosω ,

φ cos cosω

n

n

r n t

r n t

  

  
         (3.2) 

по (2.8) имеем    1 1 2 2,n n
n n n nr A r r A r    . 

При этом удовлетворяются условия ограничен-
ности решения при r = 0 и затухания при r = ∞.  

Подставляя выражения (3.1), (3.2) с учетом 
Φ1n и Φ2n в условия (2.7) относительно скоро-
стей, получаем 

 

 

2

1

2

2

2 ω
,

2

2 ω
.

2

n
n

n

n
n

n

W R
A

n R nh h

W R
A

n R nh h





 
 


 

 

С учетом оценки h/(2R) << 1 здесь такое 
отношение отброшено, но отношение nh/(2R) 
сохранено, так как число n может быть порядка 
10 и более. 

Выражения (3.2) через амплитуду прогиба 
Wn приобретают вид 

 

 

2

1

2

2

2 ω
φ cos cosω ,

2

2 ω
φ cos cosω .

2

n n
n

n n
n

W R r
n t

n R nh

W R r
n t

n R nh



 

  


 


    
(3.3) 

С учетом (3.2), (3.3) динамические давле-
ния на поверхностях оболочки можно выразить 
через параметры движения  

2 1
1 1

2 1
2 2

ρ ω cos θsin ω ,

ρ ω cos θsin ω .

n

n

p W Rn n t

p W Rn n t





 


        (3.4) 

Исходя из (3.1) – (3.3) выражения (3.4) 
можно представить через функцию прогиба 
w(θ, t)  

2 2
1 2

1 22 2

ρ ρ
, .

R Rw w
p p

n nt t

 
  

            
(3.5) 

Подставляя (3.5) и (3.1) в уравнение (2.5), 
получим 

2 2 2 2 2
2 2

2 2 4

3 ( 1)
1 , ,

1 1 ( 1)
n

n n
n

n n

n n R

             
(3.6) 

 1 2*1 2
2* 3 2

2

3
, , ,

( 1)
n

nRp p D
p

p R n h

  
    

 
 

где n  собственные частоты при нулевых значе-

ниях р1, р2, ρ1, ρ2 в вакууме), *
2p  критическое 

значение наружного давления. Так как выше бы-

ло определено численное значение D, то *
2p  мо-

жет быть выражено только через радиус *
2p  = 

= 77ꞏ10–20ꞏR–3 кг (нм/нс)2 (здесь значение R в нм). 
Параметры η, μn определяют влияние на частоты 
перепада давлений и отношения плотностей ок-
ружающих сред и стенки трубки. Как видно из 
(3.6), внутренний перепад давлений (р1 > р2, η > 0) 
повышает, а внешний (р1 < р2, η < 0) понижает 
собственные частоты. Для высоких гармоник  
n это влияние уменьшается. Независимо от значе-
ний давлений при их равенстве (р1 = р2, η = 0) 
имеется только снижение частот по сравнению  
с ними в условиях вакуума. В общем случае сни-
жение частот имеет место при (n2  1)μn > 3 η.  
Через исходные параметры и значение  
 = 581 нм2/нс это условие приводится к виду 

 
 

2 2

1 2
2 2

1 2

1
,

1

n np p

n R

 


   
             (3.7) 

где правая часть представляет собой число с 
размерностью (нм/нс)2, зависящее только от 
радиуса и номера гармоники n. Условие сниже-
ния частот (3.7) может быть выражено также 
через число атомов N по формуле R = aN/(2π) 
для хиральности зигзаг 

 
 
4 2

1 2
2 2

1 2

8.8 10 1
.

1

n np p

N n

 


   
        (3.8) 

В том случае, когда (n2  1)μn = 3η, нет из-
менения частот. Это равенство может выпол-
няться для одной гармоники, например, n = 2. 
При этом для высших гармоник оно не будет 
удовлетворяться. Тогда не будет равенства  
ωn = Ωn при n ≥ 3.  

Проведем некоторые качественные оценки 
влияния входных параметров на собственные 
частоты. Условием отсутствия влияния контак-
тирующих сред при р1 = р2 (при этом может 
быть ρ1 ≠ ρ2, например, для разных газов) явля-
ется μn << 1. Условно примем μn = 10–2. Опреде-
лим значения радиусов Rc, ниже которых на-
нотрубка «не чувствует» окружающую среду 

 
 

2

1 2

1
.

100c

n h
R

 


  
                   (3.9) 

Так как толщина h = 0.1 нм стенки задана, 
то Rc зависит только от отношений плотностей 
трубки и сред, а также от номера гармоники. 
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Принимаем значение ρh по (2.1). В случае 
воды ρ1 = ρ2 = 103 кг/м3. Для п = 2 и п = 10 по-
лучаем из (3.9) значения Rc = 0.01 нм и  
Rc = 0.10 нм, которые меньше даже толщины h 
(когда не приходится говорить об оболочке). 
Таким образом, собственные частоты изгибных 
колебаний нанотрубки, контактирующей с во-
дой по обеим поверхностям, при всех радиусах 
и числах атомов, образующих кольцо, меньше, 
чем в вакууме. 

В случае воздуха при температуре 20°С и 
атмосферном давлении (ρ1 = ρ2 = 1.29 кг/м3)  
Rc = 3.45 нм (п = 2, соответствующее число ато-
мов N= 176) и Rc = 34.48 нм (п = 10). Итак, если 
радиус нанотрубки в воздухе равен, например,  
3 нм, то нет влияния воздуха на частоты по всем 
гармоникам. При радиусе 3.5 нм влияние возду-
ха есть для гармоники п = 2, но нет влияния на 
колебания по более высоким гармоникам и т.д. 

При тех же условиях для гелия (ρ1 = ρ2 = 
= 0.17 кг/м3) Rc = 59 нм. Понижающее влияние 
на частоты имеется только при Rc > 60 нм. 

При повышении давления в газах и соот-
ветствующего изотермического увеличения их 
плотностей оценки изменяются. Например, при 
р1 = р2 = 20 МПа плотность гелия возрастает  
в 200 раз и соответствующая плотность ρ1 = ρ2 = 
= 34 кг/м3 и Rc ≈ 0.3 нм (п = 2). Таким образом,  
в указанных условиях пренебрегать влиянием 
на частоты нанотрубки даже легких газов  
нельзя. Поэтому контакт со всеми другими га-
зами приводит к понижению частот при всех 
радиусах трубки. 

Расчеты проведены для углеродной нано-
трубки с модулем упругости E = 0.972ꞏ106 МПа, 
коэффициентом Пуассона ν = 0.278 и толщиной 
h = 0.052 нм. При этом  = 127 нм2/нс, а для  
 = 582 нм2/нс толщина h = 0.143 нм (рис. 2–4). 

На рис. 2 дается зависимость отношения 
частот ω2/Ω2 для n = 2 от радиуса R (нм) для во-
ды и разных газов при давлениях p1 = p2 = 
= 10 МПа и соответствующих плотностях. Диа-
пазон изменения радиуса углеродной нанотруб-
ки охватывает изменение хиральности от (5.5) 
до (200, 200).  

Так как внутренний перепад давлений  
(p1 > p2) увеличивает частоты, то это может урав-
новесить их падение из-за присоединенной мас-
сы. Пусть р2 = 0, ρ2 = 0, ρ1 = 103 кг/м3, R = 10 нм. 
Для п = 2 из (3.7) получаем значение давления 
p1 = 6ρ1ξ

2/(5R2) = 4 МПа, при котором не проис-
ходит изменения низшей частоты (ω2 = Ω2).  
При этом высшие частоты будут ниже (ωn < Ωn), 

так как в (3.7) множитель 6/5 (при п = 2) будет 
равен 2.4 (п = 3) и т.д. 

В отличие от внутреннего перепада влияние 
внешнего перепада (p1 < p2) складывается с фак-
тором присоединенной массы среды, в результа-
те все частоты ωn меньше по сравнению с Ωn. 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость отношения частот второй 
гармоники углеродной нанотрубки к частоте ко-
лебаний в вакууме: ρ1 = 1000 (вода), 0.17 (гелий), 
1.29 (воздух), 1.97 (двуокись углерода) кг/м3, 
(штрих – пунктирная, пунктирная, штриховая, 
сплошная линии соответственно) 

 
Во всех работах по взаимодействию сред и 

тонкостенных элементов конструкций и здесь 
анализ опирается на предположение безотрыв-
ного движения сред от стенки. В случае газов, 
которые легко расширяются, это допущение 
оправдано. Однако в случае жидкостей, очи-
щенных от примесей и мельчайших пузырьков, 
возможен отрыв их от стенки и режим кавита-
ционного взаимодействия среды и стенки. Оце-
ним эту возможность в случае контакта стенки 
с водой по внешней поверхности, полагая внут-
ри трубки р1 = 0, ρ1 = 0. Примем n = 2, R = 2 нм, 
h/R << 1, давление атмосферное р2 = 0.1 МПа, 
плотность ρ2 = 103 кг/м3. 

Динамическое давление 2p  согласно (3.4) 
равно  

2
2 2 2 2 2

1
ρ ω cos 2θsin ω .

2
p RW t           (3.10) 

Здесь индексы у 2p , ρ2 указывают на параметры 
внешней области, а у ω2, W2 – номер гармоники. 
Целью анализа является установление макси-
мального отрицательного динамического давле-
ния 2p  в моменты времени, когда sin ω2t = 1. 

Сначала определим 2
2ω  по (3.6) при принятых 
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данных. Критическое давление по (3.6) равно 
*
2p = 96 МПа. Поэтому параметр η = p2/

*
2p << 1 

и отбрасывается по сравнению с единицей в 
(3.6). Однако параметр μ2 ≈ 1 и поэтому сохраня-
ется в (3.6).  

Таким образом, в данном примере влияние 
присоединенной массы сохраняется, а давле-
ния – нет. Собственные частоты равны Ω2 = 
= 390 рад/нс, ω2 = 275 рад/нс (f2 = ω2/2π = 
= 43.0 ГГц). При этом максимальная скорость 
движения стенки ∂w/∂t = ±W2 ω2 cos 2θ в момен-
ты cos ω2t = ±1 (когда стенка переходит через 
недеформированное положение) и равна  
270 W2 cos 2θ нс–1. По (3.10) максимальные зна-
чения давления p2 ≈ ±76 W2 cos 2θ МПа/нм по-
лучаются в моменты sin ω2t = ±1 (когда движу-
щаяся стенка занимает крайние положения). 
Амплитуда перемещения стенки задается на-
чальными условиями, например, W2 = h/5, 
∂W2/∂t = 0, где толщина стенки h = 0.1 нм. Тогда 
максимальные значения скорости по углу и 
времени ±5.5 м/с, а давления 2p  = ±1.46 МПа.  

Давление с переменными знаками возни-
кает в пределах полуволны (–π/4 ≤ θ ≤ π/4) на 
внешней поверхности трубки за каждый цикл 
колебаний. Динамические напряжения растя-
жения сверх принятого статического давления 
p2 = 0.1 МПа свидетельствует о возможности 
отрыва жидкости от стенки. В силу значитель-
ного превышения 2p  над статическим давлени-
ем p2 = 0.1 МПа в данном примере отрыв про-
исходит почти по всей длине полуволны изгиба 
трубки за исключением малых зон около узлов 
(θ = ± π/4). 

Картина движения состоит в том, что в фазе 
положительного перемещения стенки (от центра 
кольца) и сжатия жидкости ее прилегающий 
слой отодвигается от недеформированной круго-
вой формы. При обратном движении стенки  
(к центру) жидкость ввиду своей большой инер-
ционности не успевает за стенкой, в результате 
возникают напряжения растяжения и образуется 
кавитационной слой вдоль стенки. Оторвавшая-
ся граница жидкости ввиду малой скорости не 
успевает заметно продвинуться за время периода 
колебаний, когда стенка снова приходит к край-
нему положению. Если этот режим реализуется, 
то колеблющаяся нанотрубка все время находит-
ся внутри кавитационной полости, возможно, 
разделенной узлами колебаний. Отметим, учет 
сжимаемости жидкости может внести некоторые 
изменения в этих оценках.  

Контакт нанотрубки с сжимаемой сре-
дой. Функции прогиба и потенциала скорости 
сохраняются в виде (3.1) и (3.2). Тогда из вол-
нового уравнения (2.8) следует 

1,2 1 ,2 1 ,2
1,2 1,2

n n n n n n

r r
A J B Y

c c

    
        

   
,     (4.1) 

где Jn, Yn − функции Бесселя первого и второго 
рода. Положив B1n = 0, A2n = 0 в соответствии с 
указанными выше условиями, получаем частное 
решение  

1 1
1

2 2
2

cos θcos ,

cos θcos .

n n

n n

r
A J n t

c

r
B Y n t

c

 
   

 
 

   
 

     (4.2) 

Исходя из оценок, приведенных в преды-
дущем разделе, при определении статической 
поперечной силы q будем учитывать условия на 
r = R ± h/2, а при определении 1p , 2p на поверх-
ности r = R. Тогда получаем следующие выра-
жения  

1 2
1 2

2 2

1 12
1 1 11

2 2

2 12
2 2 22
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,
2 2
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R c nc cc


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Вместо (3.4) получаем 
2
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2
2 2 22
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n
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
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             
     
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(4.3) 

Так же, как в (3.5), выражения для динами-
ческих давлений могут быть представлены в 
виде 

2 2

1 1 11 2 2 222 2
ρ , ρ .

w w
p f R p f R

t t

 
  

 
      (4.4) 

По модели несжимаемой жидкости (c1,  
c2 → ∞) получаем f11 = n1, f22 = n1. Тогда (4.3) и 
(4.4) совпадают с (3.4) и (3.5). С учетом (4.3), 

(4.4) правая часть уравнения (2.5) в рассматри-
ваемом случае сжимаемой жидкости равна  
(–ρ1f11 + ρ2f22)R

4/D. Пренебрегая величиной 
h(2R)–1 по сравнению с единицей получаем 
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              



(4.5) 

где Ωn, μn  собственные частоты и параметр 
присоединенной массы в модели несжимаемой 
жидкости даются формулами (3.6). Таким обра-
зом, учет сжимаемости жидкости не приводит к 
изменению собственных частот в зависимости 
от перепада давлений, а меняет только параметр 
присоединенной массы.  

Для решения уравнения (4.5) в случае 
сжимаемой жидкости применяется метод по-
следовательных приближений. Принимается, 
что нулевое приближение f11

(0) = f11n, f22
(0) = f22n, 

и из уравнения (4.4) находится круговая частота 

колебаний первого приближения (1)
n . По по-

лученной частоте первого приближения (1)
n  

находится первое приближение f11
(1), f22

(1) и так 
далее. Процесс последовательных приближений 
продолжается до тех пор, пока не удовлетво-

рится условие 2( 1) 2( )k k
n n

    , где ε наперед 

заданная малая величина. 
На рис. 3, а приводятся зависимости пер-

вой частоты изгибных колебаний углеродной 
нанотрубки f2 (ГГц) от радиуса для давлений  
p1 = p2 = 10 МПа и параметров: модуля упруго-
сти E = 0.972ꞏ106 МПа, коэффициента Пуассона 
ν = 0.278 и толщины h = 0.052 нм. Из рис. 3, а 
видно, что с ростом радиуса собственная часто-
та колебаний уменьшается, причем влияние 
сжимаемости не является значительным. На 
рис. 3, b приводится зависимость первой часто-
ты изгибных колебаний углеродной нанотрубки 
от радиуса по формулам для сжимаемой жидко-
сти для разных газов. Из него видно, что с уве-

личением плотности газа происходит уменьше-
ние собственной частоты изгибных колебаний.  

На рис. 4 приведены зависимости первой 
частоты изгибных колебаний трубки f2 (ГГц) от 
давления для двуокиси углерода. С увеличени-
ем внутреннего давления p1 частоты растут, а с 
увеличением внешнего давления p2 частоты 
уменьшаются. 

Рассмотрим влияние сжимаемости на яв-
ление кавитации воды на колеблющейся внеш-
ней поверхности, как это было сделано в случае 
модели несжимаемой жидкости. Вместо дина-
мического давления (3.10) теперь в соответст-
вии с (4.3) имеем 

2
2 2 2 2 22 2ρ ω cos 2θsin ω ,p RW f t  

где индексы у 2 2,ρp  относятся к внешней об-

ласти, а у 2 2,ωW   к гармонике n = 2, f22 дана в 
(4.3). По принятым выше числовым данным в 
моменты sin ω2t = ±1 эта формула дает макси-
мальные значения 2p  = ±1.41 МПа (по модели 
несжимаемой жидкости ±1.46 МПа). 

Таким образом, учет сжимаемости незна-
чительно изменяет динамическое давление на 
поверхности трубки. В линейной задаче коле-
баний образующиеся равные объемы между 
недеформированной поверхностью трубки и 
изогнутой поверхностью к центру и от центра 
приводят к перетеканию жидкости между со-
седними полуволнами (по углу θ). При этом 
жидкость не подвергается объемному растяже-
нию  сжатию за период колебаний стенки.  
В силу этого изложенное выше явление кавита-
ции жидкости на внешней поверхности трубки 
по модели несжимаемой жидкости остается без 
изменения и по модели сжимаемой жидкости.  

 

              
а                                                                b 

Рис. 3. Зависимость первой частоты изгибных колебаний углеродной нанотрубки f2 (ГГц) от радиуса R 
(нм) для давлений p1 = p2 = 10 МПа: а – для двуокиси углерода (ρ1 = 1.97 кг/м3) по формулам для несжи-
маемой и сжимаемой жидкостей (пунктирная, штриховая линии соответственно); b – по формулам для 
сжимаемой жидкости для разных газов: ρ1 = 0 (вакуум), 0.17 (гелий), 1.29 (воздух), 1.97 (двуокись углеро-
да) кг/м3, (штрих-пунктирная, пунктирная, штриховая, сплошная линии соответственно) 
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Полученные результаты имеют значение и 
для цилиндрических оболочек макроразмеров. 
Влияние контактирующей среды является зна-
чительным на частоту колебаний в случае тон-
ких оболочек из материала с низким модулем 
упругости. 

Работа проведена в порядке выполнения 
Государственного задания (FMRS-2023-0015). 
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The bending vibrations of a single-walled carbon nanotube are determined using the theory of elastic vibrations 
of a long cylindrical shell, with the condition of inextensibility of the middle surface being satisfied with high accu-
racy. The shell surfaces are in contact with media of different densities and pressures inside and outside the shell. 
The medium can be compressible during surface deformation or incompressible. For gases, an isothermal law is as-
sumed, and for the incompressible fluid model, a constant density is assumed. The specified static pressures do not 
change during tube deformation. The equations of motion for ideal incompressible and compressible fluids with dif-
ferent densities and pressures inside and outside the tube are used. An assumption of a separation-free interaction 
between the tube wall and the contacting medium is made. The transverse distributed force is determined taking into 
account the change in elementary lengths on the inner and outer surfaces of the curved shell in accordance with the 
Kirchhoff–Love hypothesis on the normal to the curved midsurface. The conditions of equality of the velocities of an 
ideal fluid along the normal and the tube wall are used. The spectrum of natural frequencies of radial bending vibra-
tions of a long closed shell with the parameters of a single-wall carbon nanotube and the influence of the media in-
side and outside it on them are investigated. The dependence of the natural frequencies on the ratios of the densities 
and pressures of the media, as well as the material, wall thickness, and radius of the tube, is studied. The natural fre-
quencies of bending vibrations of a nanotube in the presence of water and other liquids are always significantly low-
er than in a vacuum. This is explained by the influence of the added masses of liquids inside and outside the tube. 
Estimates of the conditions for the occurrence of cavitation interaction between the nanotube and the liquid are im-
portant, since this leads to a significant change in the oscillation frequencies of the system compared to a separation-
free interaction. Apparently, this complex phenomenon has not yet been considered. It requires experimental study. 
A more accurate description is possible using molecular physics and numerical modeling. Here, some estimates of 
this phenomenon are given for the case of a vibrating single-walled nanotube in contact with water. The results ob-
tained are also relevant for macroscopic cylindrical shells. The influence of the contacting medium on the oscillation 
frequency is significant for thin shells made of a material with a low elastic modulus. 

Keywords: carbon nanotube, cylindrical shell, gas, pressure, density, added mass. 


