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Исследовано динамическое поведение провода малой длины по двум математическим моделям. Первая 

модель учитывает в поперечных сечениях только продольные силы, а вторая – продольные и перерезываю-
щие силы, изгибающие моменты. В каждой из моделей нелинейные дифференциальные уравнения движе-
ния провода решаются численно методом конечных разностей. Из числовых расчетов следует, что по обеим 
моделям движение провода начинается из начального вытянутого состояния покоя под действием сил грави-
тации. Показано, что в определенный момент времени амплитуда прогиба средней точки пролета провода 
достигает наибольшего значения. Установлено, что при принятых параметрах вторая модель расчетов дает 
заниженное значение указанной амплитуды. Кроме того, показано, что в последнем случае в большом вре-
менном интервале имеют место неустойчивые изгибные колебания провода с частотой около 16 Гц. 
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Введение. При расчетах динамического на-

пряженно-деформированного состояния (НДС) 
проводов высоковольтных линий электропере-
дач, имеющих по длине постоянные упругие и 
геометрические характеристики поперечных се-
чений, в основном используются следующие две 
математические модели. Первая – модель абсо-
лютно гибкого провода, в поперечных сечениях 
которого действуют только силы натяжения. 
Модель применяется для расчета проводов 
больших длин. Вторая модель расчета предна-
значена для расчета проводов средних и малых 
длин. В поперечных сечениях данной модели 
учитываются продольные и перерезывающие 
силы, крутящие и изгибающие моменты.  

Вопросы взаимодействия неустойчивостей 
в гидроупругой системе рассматривались в [1]. 
В [2] изучено пространственное динамическое 
поведение провода высоковольтной линии 
электропередачи (ЛЭП) при действии гравита-
ционных и аэродинамических сил. Здесь в ос-
нове исследования лежит модель абсолютно 
гибкого провода. Показано, что порывы ветра в 
горизонтальной плоскости обусловливают низ-
кочастотные колебания провода в вертикальной 
плоскости. При этом амплитуды колебаний 
достигают больших величин. Данное явление 
принято называть «пляской проводов» [3].  
 

 
 
 

Авторами [4] исследованы положения динами-
ческого равновесия изогнутого трубопровода с 
вибрирующими опорами. Установлено, что из-
гибная жесткость трубопровода, давление 
транспортируемой в нем жидкости, амплитуда 
и частота вибраций опор в значительной мере 
влияют на положения точек динамического 
равновесия. Влияние изгибной жесткости на 
НДС проводов ЛЭП больших длин (порядка 
160 м) рассматривалось также в [5, 6]. Показа-
но, что при таких длинах изгибная жесткость не 
влияет на НДС проводов ЛЭП. Ряд задач гидро-
упругости конструкций при отрывном обтека-
нии формулировались и решались в [7]. Функ-
циональные и эксплуатационные вопросы про-
водов ЛЭП рассмотрены в работах [11–13]. 

Динамические расчеты НДС проводов  
постоянного поперечного сечения ЛЭП средних 
и малых длин представляют не только теорети-
ческий, но и практический интерес. Макси-
мальные суммарные нормальные напряжения  
в поперечных сечениях от действия продольных 
сил и изгибающих моментов во многом зависят 
от длины провода. Очевидно, что при прочих 
равных условиях с увеличением длины провода 
будет происходить увеличение вклада напря-
жений от действия продольных сил и уменьше-
ние вклада напряжений от действия изгиба- 
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ющих моментов. При уменьшении же длины 
провода все происходит в обратном порядке. 
Поэтому цель настоящей работы состоит в 
сравнительном анализе результатов динамиче-
ского поведения провода постоянного попереч-
ного сечения, нагруженного гравитационными 
и аэродинамическими силами с учетом жестко-
сти провода на изгиб. 
 

Постановка задачи. Рассматриваются ко-
лебания двухопорного провода ЛЭП постоянно-
го поперечного сечения. Расчетная схема прово-
да приведена в [2]. Длина провода L, его услов-
ный диаметр d, плотность материала ρ0. Провод 
окружен несжимаемой сплошной воздушной 
средой. В начальном положении провод, изогну-
тый собственным весом и силами Архимеда, на-
ходится в состоянии покоя. Предполагается, что 
провод из этого состояния выводится из-за нача-
ла действия ветровой нагрузки. На расчетной 
схеме провода выделен также его элемент длины 
ds и массы dm = ρ0ds. К выделенному элементу 
приложены: gdm – сила веса, dA = ρπd2/4 – по-
гонная выталкивающая сила Архимеда, Fτ и Fn – 
погонные касательная и нормальная составляю-
щие ветровой нагрузки. Здесь составляющие аэ-
родинамических сил имеют вид [7] 
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где U – скорость невозмущенного потока; ρ – 
плотность среды; α – угол атаки элемента про-
вода; сn = 1.8446, cτ = 0.0554 – аэродинамиче-
ские коэффициенты обтекания. 

Деформация элемента характеризуется сте-
пенью удлинения edsds  1/λ 0 , где ds0 и 

ds – длины упругого элемента провода до и по-
сле деформации, e – относительное удлинение.  

Уравнение движения упругого провода 
ЛЭП с учетом изгибной жесткости запишется [2] 
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где νk – проекции скорости V элемента провода 
на оси координат xk (k = 1, 2); E, Jz = πd4/64 –

модуль упругости материала и осевой момент 
инерции поперечного сечения провода; 0

2x  и  

2x – начальная и текущая координаты точек 

прогиба (провиса) провода; s  – лагранжева  
координата элемента; составляющие аэродина-
мических сил Fn, Fτ определяются формула-
ми (1); g – гравитационное ускорение. 

Поперечные колебания гибких систем 
влияют на нормальные составляющие погонных 
усилий Fn: при движении элемента упругого 
провода против потока эта составляющая уве-
личивается, а при движении по потоку – 
уменьшается. С учетом этого пересчет прово-
дится по формуле 
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где Vn – нормальная составляющая скорости 
элемента провода; µ – коэффициент аэродина-
мического демпфирования. 

Кинематические связи следующие: 
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Геометрические соотношения  
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Уравнения (2)–(5) дополняются физиче-
ской зависимостью Кельвина – Фойгта 

ηT E e e    ,                        (6) 

где e  – скорость линейной деформации; η – 
коэффициент внутреннего трения в материале 
провода; коэффициент относительного удлине-
ния e при растяжении имеет положительное 
значение, а при сжатии его значение – отрица-
тельное.  

Результаты решения задачи на шаге интег-
рирования служат в качестве начальных и гра-
ничных условий для следующего шага интегри-
рования.  

При решении уравнений (2) для аппрокси-
мации производных используются центральные 
разности на сдвинутой на полшага сетке и явная 
конечно-разностная схема для скорости движе-
ния элемента. По результатам расчета задачи 
динамики движения провода ЛЭП и ленточных 
парашютов на сверхзвуке [9] по методу конеч-
ных разностей за фронтом волн (достаточно в 
узком диапазоне) сеточные функции испыты-
вают высокочастотные колебания (осцилляции), 
не позволяющие установить истинные значения 
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искомых параметров. Это особенно важно в бы-
стро протекающих процессах задач динамики. 
Поэтому в расчетах применяется метод сглажи-
вания фронта волн путем непосредственной 
корректировки скоростей точек расчетной сетки 
в соответствии с формулой 

2

2
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k k

v
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s
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Эта формула следует из работы Х.А. Рахмату-
лина, Ю.А. Демьянова [8] и адаптирована на 
задачах динамики парашютных оболочек [9], 
где β – коэффициент искусственной вязкости. 
Такой подход можно интерпретировать также и 
как введение в систему уравнений диссипатив-
ных членов (так называемой псевдовязкости, 
или искусственной вязкости). Это особенно ак-
туально в задачах ударного взаимодействия. 

Координаты узловых точек разностной 
сетки или кинематические соотношения в раз-
ностном представлении записываются в виде 
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(8) 

Шаг интегрирования h =L/n – выбирается 
из условия устойчивости счета по критерию 
Куранта /ls E    , где s = h; n = 40 – чис-

ло ячеек пролета в численном алгоритме. 
Начальные условия задачи:  
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Граничные условия задачи: 

1 1(1) 0,   (1) 0;   x v 

1 1(n 1) ,   (n 1) 0;   x L v     
2 2(1) 0,  (1) 0;  x v 

2 2(n 1) 0,   (n 1) 0.   x v     

Результаты решения задачи на шаге m ин-
тегрирования служат в качестве начальных и 
граничных условий для следующего m + 1 шага 
интегрирования. 

Равновесное состояние провода следует 
как предельное решение динамической задачи. 
Выбор коэффициента корректировки скоростей 
и коэффициента устойчивости численного ре-
шения осуществляется путем проведения чис-
ленных экспериментов на модельных зада-
чах [9]. Далее проводится сравнительный ана-
лиз результатов расчетов провода длиной  
L = 1.6 м, полученных согласно указанным вы-
ше математическим моделям. 

Сравнительный анализ результатов 
вычислений динамического поведения про-
вода по двум математическим моделям. Зна-
чения основных параметров провода были при-
няты по справочнику [9]. Плотность и модуль 
упругости материала провода: ρ0 = 0.528 кг/м, 
Е = 10.6 МПа. Диаметр поперечного сечения 
провода: d = 0.0147 м. Из результатов числен-
ного решения задачи динамического деформи-
рования провода без учета его изгибной жест-
кости можно сделать следующие предваритель-
ные выводы. Наибольшая сила натяжения  
T = 590 H реализовалась в момент времени  
t = 0.051 c; максимальный прогиб при этом  
составил f = 0.00750 м. По истечении времени 
t = 0.56 c система выходит на стационарное  
состояние с силой натяжения T = 314 H и про-
гибом f = 0.00531 м. При этом коэффициент  
динамичности равен 1.88. На рис. 1 a, b, c, d 
приведены формы колебаний провода в различ-
ные моменты безразмерного времени. Здесь  
τ = Ut/L – безразмерное время, U = 20 м/c – ха-
рактерная скорость; начало системы координат 
Ох1х2 совмещено со средней точкой пролета 
провода. Отметим также хорошее согласие ре-
зультатов вычислений численного и аналитиче-
ского моделирований [2]. 
 

 
 

 
 

 
 

 
Рис. 1. Формы колебаний гибкого провода в раз-
личные моменты времени 
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На рис. 2 после 30 циклов представлена 
форма колебаний упругого провода по модели, 
учитывающей в поперечных сечениях изги-
бающие моменты, продольные и перерезываю-
щие силы. Подчеркнем, что длительность попе-
речных колебаний провода по второй модели 
становится значительно больше, чем по первой 
модели. 

 

 
Рис. 2. Форма колебаний провода при τ = 22.283 
по модели, учитывающей в поперечных сечениях 
изгибающие моменты и продольные силы  

 
Из сравнения форм колебаний провода, 

приведенных на рис. 1, d и 2, можно видеть, что 
максимальные значения амплитуд провисов 
средних точек пролета провода по двум мате-
матическим моделям расчета отличаются, и по-
казано, что в этом случае имеют место продол-
жительные неустойчивые колебания провода. 
Эти колебания происходят с частотой 16 Гц и 
продолжаются около 30 циклов. 

 
Заключение. Изучение динамического 

НДС провода ЛЭП при действии на него грави-
тационных, переменных ветровых, вибрацион-
ных или других сил имеет несомненный практи-
ческий интерес. В зависимости от приложенных 
сил, условий закрепления на опорах, механиче-
ских характеристик материала, расстояния меж-
ду опорами и размеров поперечного сечения 
провод может совершать колебательные движе-
ния как в одной плоскости, так и в пространстве. 
Поэтому при решении задач о движении провода 
в пространстве должны учитываться все возни-
кающие в его поперечных сечениях внутренние 
силы: продольные и перерезывающие силы, кру-
тящие и изгибающие моменты.  

Настоящая работа посвящена исследова-
нию динамического поведения провода ЛЭП 
небольшой длины при действии на него сил 
гравитации. Сравниваются результаты вычис-
лений по двум математическим моделям. Со-
гласно первой модели расчета в поперечных 
сечениях провода учитываются только про-
дольные силы. Вторая модель расчета предпо-
лагает учет в поперечных сечениях провода как 
продольных сил, так и изгибающих моментов. 
Реализация цели исследования проведена чис-

ленно методом конечных разностей. Построены 
формы колебаний провода в различные момен-
ты времени. Показано, что по модели, учиты-
вающей в поперечных сечениях провода только 
продольные силы, его колебательные движения 
довольно быстро переходят в состояние покоя. 
Тогда как из результатов вычислений по второй 
модели следует, что при учете в поперечных 
сечениях продольные силы и изгибающие мо-
менты провод совершает длительные неустой-
чивые колебания с частотой 16 Гц. 
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UNSTABLE WIRE VIBRATIONS WITH FIXED ENDS 
 

© R.Sh. Gimadiev 
 

Kazan State Energy University, 
51, ulitsa Krasnoselskaya, 420066, Kazan, Russian Federation 

 
The dynamic behavior of a short-length wire is investigated using two mathematical models. The first model 

takes into account only longitudinal forces in cross sections, while the second model takes into account longitu-
dinal and shear forces and bending moments. In each of the models, nonlinear differential equations of wire mo-
tion are solved numerically by the finite difference method. Numerical calculations show that in both models, the 
movement of the wire begins from an initial elongated state of rest under the influence of gravitational forces. It is 
shown that at a certain point in time, the amplitude of the deflection of the midpoint of the wire span reaches its 
maximum value. It is established that with the accepted parameters, the second calculation model gives an unde-
restimated value of the specified amplitude. In addition, it is shown that in the latter case, unstable bending vibra-
tions of the wire with a frequency of about 16 Hz occur over a long time interval. 

Keywords: wire, deformation, vibrations, instability, numerical experiment, bending stiffness, sag. 


