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Аккреция – это процесс захвата вещества массивным объектом (нейтронной звездой, черной дырой 

и т.д.) из близлежащего пространства, что приводит к изменению массы центрального объекта. Данный 
процесс является широко распространенным явлением во Вселенной и отвечает за формирование звезд, 
планет и галактик. Предполагается, что сверхмассивные черные дыры в центрах спиральных и эллиптиче-
ских галактик могли сформироваться благодаря процессу аккреции. В последнее время снова возрос инте-
рес к аккреции на черные дыры после того, как в ходе экспериментов лазерно-интерферометрической гра-
витационно-волновой обсерватории (LIGO) было обнаружено множество изолированных черных дыр. 
Разница между аккрецией на изолированную черную дыру и черную дыру со спутником заключается в 
соотношении массы и энергии. В случае черной дыры, у которой есть звезда-компаньон (тесная двойная 
система), запас массы будет зависеть от состояния компаньона, а изолированная черная дыра может нака-
пливать вещество, если в ее окрестностях есть рассеянный газ или на нее воздействует поток вещества. 
Впервые модель сферически-симметрической аккреции, известная как модель Бонди, на изолированную 
звезду в Ньютоновском приближении была предложена Х. Бонди и была рассмотрена в релятивистском 
приближении на черную дыру Шварцшильда Ф. Мишелем. Особенностью модели Бонди является то, что 
она позволяет наблюдать за эволюцией массы компактного объекта.  

В работе рассматривается аккреция фантомной энергии и барионной материи (пыли, жесткой мате-
рии, квинтэссенции) на изолированную черную дыру с квантовой деформацией, описываемую решением 
Казакова–Солодухина. В результате было установлено, что при аккреции темной энергии (ρ ൏ 0) масса 
центрального объекта уменьшается, а при аккреции барионной материи увеличивается. Влияние кванто-
вой деформации на значения радиальной скорости, плотности жидкости и темпа аккреции незначительны. 

Ключевые слова: аккреция, модель Бонди, черная дыра Казакова–Солодухина, параметр деформации, 
темп аккреции, плотность потока, радиальная скорость. 

 
Введение. Как известно, общая теория от-

носительности (ОТО) хорошо подтверждается 
экспериментально [1–3], но ОТО не может ре-
шить проблему сингулярности. Один из спосо-
бов решения этой проблемы – объединение 
квантовой теории и ОТО. На сегодняшний день 
существует несколько решений для компактных 
объектов (черных дыр, кротовых нор и т.д.)  
с квантовыми поправками [4, 5], но в данной 
работе мы рассмотрим лишь одно из таких ре-
шений, известное как решение Казакова–
Солодухина. Д.И. Казаков и С.Н. Солодухин 
показали, что если рассмотреть эффективную 
скалярно-тензорную гравитацию [6], пренебре-
гая несферическими деформациями, то возмож-
но обобщение решения Шварцшильда. Иссле-
дование таких объектов интересно с точки  
 

 
 
 
 

зрения наблюдательных характеристик, поэто-
му целью данной работы является изучение па-
раметров сферически-симметричной аккреции 
на черную дыру Казакова-Солодухина. Напри-
мер, в работе [7] были определены свойства 
тонких аккреционных дисков черных дыр, об-
разованных вокруг черной дыры Казакова-
Солодухина, в [8, 9] исследовался процесс ак-
креции на кротовые норы.  

Рассмотрим обобщенную статичную сфе-
рически-симметричную метрику: 

𝑑𝑠ଶ ൌ െ𝐴ሺ𝑟ሻ𝑑𝑡ଶ ൅
1

𝐵ሺ𝑟ሻ
𝑑𝑟ଶ ൅ 

൅𝐶ሺ𝑟ሻሺ𝑑θଶ ൅ sinଶθ𝑑ϕଶሻ,             (1) 
где 𝐴ሺ𝑟ሻ ൐ 0, Bሺ𝑟ሻ ൐ 0, 𝐶ሺ𝑟ሻ ൐ 0 – метрические 
функции, зависящие только от 𝑟. Тогда, исполь-
зуя закон сохранения энергии-импульса  
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0 ൌ 𝑇ஜ
ஜ୴ ൌ

ଵ

√ି௚
൫ඥെ𝑔𝑇ஜ୴൯

,ஜ
൅ Г஑ஜ

୴ 𝑇஑ஜ, получим 

основные уравнения скорости и плотности 
жидкости: 

ሺρ ൅ 𝑝ሻඥ𝑢ଶ ൅ 𝐵ሺ𝑟ሻට
஺ሺ௥ሻ

஻ሺ௥ሻ
𝐶ሺ𝑟ሻ ൌ 𝐴ଵ,       (2) 

ሺ஡ା௣ሻ

ఘ
𝑢ଶ ൅ 𝐵ሺ𝑟ሻට

஺ሺ௥ሻ

஻ሺ௥ሻ
ൌ 𝐴ଶ,            (3)  

где 𝑢 – 4-х скорость, 𝐴ଵ, 𝐴ଶ – постоянные ин-
тегрирования. В работе выбраны произвольные 
значения 𝐴ଵ ൌ 1, 𝐴ଶ ൌ 1. 

Темп аккреции 𝑀ሶ определяется по формуле: 
𝑀ሶ ൌ 4π𝐴ଷ𝑀ଶሺρ ൅ 𝑝ሻ,               (4) 

где 𝑀 ൌ 1, 𝐴ଷ ൌ 𝐴ଶ ∗ Aସ/ሺ1 ൅ ωሻ, 𝐴ସ ൌ 0.5.  
Для вычисления потока жидкости на мас-

сивный объект предполагается, что поток испы-
тывает гладкий переход через критическую 
точку, т.е. при дифференцировании уравнений 
(2) и (3) можно получить выражение: 

ቆ𝑉ଶ െ
𝑢ଶ

𝑢ଶ ൅ 𝐵
ቇ

𝑑𝑢
𝑢

൅ 

൅ ቆሺ𝑉ଶ െ 1ሻ ቀ஺′

஺
െ

஻′

஻
ቁ ൅

஼ ′

஼
𝑉ଶ െ

஻′

ଶሺ௨మା஻ሻ
ቇ 𝑑𝑟 ൌ 0. (5) 

Если в (6) приравнять две скобки к нулю, 
можно найти критические точки аккреции при 
𝑟 ൌ 𝑟௖, т.н. звуковые или критические точки, в 
которых скорость движущейся жидкости равна 
скорости звука: 

𝑉ଶ ൌ
௨сమ

௨сమା஻ሺ௥೎ሻ
,                         (6) 

ሺ𝑉сଶ െ 1ሻ ቈ
𝐴′ሺ𝑟௖ሻ

𝐴ሺ𝑟௖ሻ
െ

𝐵′ሺ𝑟௖ሻ

𝐵ሺ𝑟௖ሻ
቉ ൅ 

൅
஺′ሺ௥೎ሻ

஺ሺ௥೎ሻ
𝑉сଶ ൌ

஻′ሺ௥೎ሻ

ଶሺ௨сమା஻ሺ௥೎ሻሻ
.                    (7) 

После разделения величин 𝑉сଶ и 𝑢сଶ можно 
получить: 

𝑢сଶ ൌ
஻ሺ௥ሻ஼ሺ௥ሻ஺′ሺ௥ሻ

ଶ஺ሺ௥ሻ஼ ′ሺ௥ሻ
,                       (8) 

𝑉сଶ ൌ
஼ሺ௥ሻ஺′ሺ௥ሻ

஼ሺ௥ሻ஺′ሺ௥ሻାଶ஺ሺ௥ሻ஼ ′ሺ௥ሻ
,                   (9) 

где 𝑢௖ – скорость жидкости, равная скорости 
звука, 𝑉௖ – скорость звука, зависящая от геомет-
рии пространства-времени. 

Важно отметить, что 𝑉сଶ и 𝑢сଶ не могут быть 
отрицательными, так как: 

஺′ሺ௥೎ሻ

஼ ′ሺ௥೎ሻ
൐ 0.                        (10) 

Из уравнения (10) следует, что для задан-
ных метрических компонент можно найти кри-
тический радиус в рассматриваемом простран-
стве-времени. 

Предполагается, что аккрецирующая жид-
кость является изотропной идеальной жидко-

стью. Для идеальной жидкости справедливо 
баротропное уравнение: 

𝑝 ൌ ωρ,                            (11) 
где 𝑝 – давление, ρ – плотность жидкости, ω െ 
параметр состояния. В работе рассматриваются 
4 типа жидкости, различающиеся значением 
параметра состояния: пыль (ω ൌ 0), жесткая 
материя (ω ൌ 1), квинтэссенция (െ1 ൏ ω ൏ 
൏ െ1/3), темная энергия (ω ൏ െ1ሻ. 

 
Решение для черной дыры с квантовой 

деформацией. Решение для черной дыры Ка-
закова–Солодухина с квантовой деформацией 
описывается следующим линейным элемен-
том: 

𝑑𝑠ଶ ൌ െ𝑓ሺ𝑟ሻ𝑑𝑡ଶ ൅
1

𝑓ሺ𝑟ሻ
𝑑𝑟ଶ ൅ 

൅𝑟ଶሺ𝑑θଶ ൅ sinଶθ𝑑φଶሻ,                     (12) 

𝑓ሺ𝑟ሻ ൌ ൬
√௥మି௔మ

௥
െ

ଶெ

௥
൰,                  (13) 

где 𝑀 – масса черной дыры, 𝑎 – параметр де-
формации. Следует отметить, что параметр де-
формации 𝑎 обычно определяется по шкале 
Планка. Черные дыры Казакова–Солодухина 
имитируют поведение заряженных классиче-
ских черных дыр Рейсснера–Нордстрема. Су-
ществует также соответствие между черными 
дырами Казакова–Солодухина с параметром 
деформации 𝑎 и приливно заряженными чер-
ными дырами с зарядом 𝑞. В пределе слабого 
поля эти величины связаны соотношением 

𝑞 ൌ െ
௔మ

ଶ
, и, следовательно, существование то-

чечного заряда приводит к квантовым флуктуа-
циям фонового многообразия.  

Радиус горизонта событий черной дыры 
Казакова–Солодухина определяется по форму-
ле: 

𝑟ு ൌ √4𝑀ଶ ൅ 𝑎ଶ.                     (14) 
Далее для метрики (12)–(13) были получе-

ны аналитические выражения для скорости, 
плотности и темпа аккреции жидкости соответ-
ственно:  

𝑢ሺ𝑟ሻ ൌ െ
ට஺ర

మ௥ାଶெሺଵାఠሻమି√௥మି௔మሺଵାఠሻమ

ሺଵାఠሻ√௥
,     (15)  

ρሺ𝑟ሻ ൌ
஺మሺଵାωሻ

௥
య

మൗ ට஺ర
మ௥ାଶெሺଵାωሻమି√௥మି௔మሺଵାωሻమ

,     (16)  

𝑀ሺ𝑟ሻሶ ൌ 16π𝐴ଶρ ൌ 

ൌ
ସ஺మ

మ஺రெమ஠ሺଵାఠሻ

௥
య

మൗ ට஺ర
మ௥ାଶெሺଵାఠሻమି√௥మି௔మሺଵାఠሻమ

. (17) 
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Выражения для критической скорости 
жидкости и скорости звука в пространстве-
времени черной дыры Казакова–Солодухина 
имеют вид:  

𝑢сଶ ൌ
2𝑀√𝑟ଶ െ 𝑎ଶ ൅ 𝑎ଶ

4𝑟√𝑟ଶ െ 𝑎ଶ
 

(18)

𝑉с
ଶ ൌ

𝑎ଶ ൅ 2𝑀√𝑟ଶ െ 𝑎ଶ

െ3𝑎ଶ ൅ 4𝑟ଶ െ 6𝑀√𝑟ଶ െ 𝑎ଶ
 

(19)

Далее представим графически зависи-
мость от расстояния скорости, плотности и 
темпа аккреции жидкости из уравнений (16), 
(17) и (18) для различных значений параметра 
состояния ω. 

 
 

На рис. 1 представлен график зависимости 
скорости аккреции от расстояния при различных 
параметрах состояния. Как видно из графика, 
при 𝑟 → 0, 𝑢ሺ𝑟ሻ → ∞ и при 𝑟 → 0, 𝑢ሺ𝑟ሻ → ∞. При 
аккреции квинтэссенции, пыли, жесткой материи 
скорости принимают отрицательные значения 
𝑢ሺ𝑟ሻ ൏ 0, это означает, что радиальная скорость 
уменьшается при приближении к центральному 
объекту. И, наоборот, при аккреции темной 
энергии значение скорости положительно, а зна-
чит, вещество отталкивается от черной дыры. 
Влияние параметра деформации при различных 
значениях 𝑎 на абсолютное значение радиальной 
скорости незначительны.  

 
 

     а            б 
Рис. 1. Профиль радиальной скорости жидкости при различных значениях параметра состояния (ω ൌ 0 – 
пыль; ω ൌ 1 – жесткая материя; ω ൌ െ0.5 – квинтэнсенция; ω ൌ െ2 – темная энергия) в зависимости от 

௥

ெ
 

для двух случаев: 𝑎 ൌ 0.1 ሺаሻ; 𝑎 ൌ 0.01 ሺбሻ  
 

  

       а             б 
Рис. 2. Профиль плотности жидкости при различных значениях параметра состояния (ω ൌ 0 – пыль;  
ω ൌ 1 – жесткая материя; ω ൌ െ0.5 – квинтэнсенция; ω ൌ െ2 – темная энергия) в зависимости от 

௥

ெ
 для 

двух случаев: 𝑎 ൌ 0.1 ሺаሻ; 𝑎 ൌ 0.01 ሺбሻ 
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               а         б 
Рис. 3. Профиль темпа аккреции при различных значениях параметра состояния (ω ൌ 0 – пыль; ω ൌ 1 – 
жесткая материя; ω ൌ െ0.5 – квинтэнсенция; ω ൌ െ2 – темная энергия) в зависимости от 

௥

ெ
 для двух слу-

чаев: 𝑎 ൌ 0.1 ሺаሻ; 𝑎 ൌ 0.01 ሺбሻ  
 

На рис. 2 приведен график плотности жид-
кости в зависимости от расстояния. Из графика 
видно, что при ω ൌ 0, ω ൌ 1, ω ൌ െ0.5 плот-
ность аккрецирующей жидкости возрастает по 
мере приближения к черной дыре. При ω ൌ െ2 
плотность становится отрицательной. Асимпто-
тически плотность жидкости приближается к 
максимуму вблизи черной дыры из-за сильного 
(и, возможно, квантового) гравитационного 
взаимодействия.  

На рис. 3 представлен график зависимости 
темпа аккреции от расстояния при различных 
значениях параметра состояния. При малых 
значениях 𝑟, т.е. вблизи центрального объекта, 
𝑀ሶ ൐ 0 означает, что масса черной дыры Казако-
ва–Солодухина возрастает при аккреции пыли, 
жесткой материи и квинтэссенции. Темп аккре-
ции 𝑀ሶ ൏ 0 в случае фантомной энергии ведет  
к уменьшению массы черной дыры Казакова–
Солодухина. Схожие результаты были получены 
в работах [11–14] для других решений, описы-
вающих геометрию черных дыр и крото-
вых нор. 

 
Выводы. В работе были исследованы осо-

бенности течения жидкости (типа аккреции 
Бонди) на черную дыру с квантовой деформа-
цией. В частности, рассматривались пыль, же-
сткая материя, квинтэссенция и фантомная 
энергия, но не рассматривались космологиче-
ская постоянная, поскольку она не аккрецирует 
на черные дыры и кротовые норы [14–15]. Об-
наружено, что жидкости с различными пара-
метрами состояния имеют различную эволю-
цию на фоне черной дыры, т.е. некоторые жид-

кости приобретают положительную или отрица-
тельную плотность вблизи рассматриваемого 
объекта. Также было установлено, что аккреция 
темной энергии ведет к уменьшению массы 
черной дыры Казакова–Солодухина, тогда как 
аккреция пыли, жесткой материи, квинтэссен-
ции увеличивает массу объекта. Важно отме-
тить, что в работе не рассматривалась обратная 
реакция метрики на аккрецию, следовательно, 
можно допустить, что темп акрреции может 
принимать большие значения. Влияние пара-
метра деформации на профили скорости, плот-
ности и темпа аккреции незначительны.  
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Accretion is the process of capturing matter by a massive object (a neutron star, a black hole, etc.) from 
nearby space, which leads to a change in the mass of the central object. This process is a widespread phenomenon 
in the universe and is responsible for the formation of stars, planets and galaxies. It is assumed that supermassive 
black holes in the centers of spiral and elliptical galaxies could form due to the accretion process. Recently, inter-
est in black hole accretion has increased again after numerous isolated black holes were discovered during expe-
riments at the Laser Interferometric Gravitational Wave Observatory (LIGO). The difference between accretion to 
an isolated black hole and a black hole with a satellite is the ratio of mass and energy. In the case of a black hole 
that has a companion star (a close binary system), the mass reserve will depend on the state of the companion, and 
an isolated black hole can accumulate matter if there is scattered gas in its vicinity or a stream of matter affects it. 
For the first time, a model of spherically symmetric accretion, known as the Bondi model, for an isolated star in 
the Newtonian approximation was proposed by H. Bondi and was considered in the relativistic approximation for 
a Schwarzschild black hole by F. Michel. A special feature of the Bondi model is that it allows you to observe the 
evolution of the mass of a compact object.  

The paper considers the accretion of phantom energy and baryonic matter (dust, hard matter, and quintes-
sence) onto an isolated black hole with quantum deformation described by Kazakov–Solodukhin [5]. It is shown 
that with the accretion of dark energy (ρ ൏ 0) the mass of the central object decreases, and with the accretion of 
baryonic matter it increases. The effect of quantum deformation on the radial velocity, fluid density, and accretion 
rate is negligible. 

Keywords: accretion, Bondi model, Kazakov–Solodukhin black hole, deformation parameter, accretion rate, 
flow density, radial velocity. 

 


