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ЗАДАЧА О НЕЛИНЕЙНОМ ФИЛЬТРАЦИОННОМ ПОЛЕ ДАВЛЕНИЯ  

В СРЕДЕ СО СЛАБОСЖИМАЕМЫМ СКЕЛЕТОМ 
 

© А.И. Филиппов, О.В. Ахметова 
 

Представлено решение задачи о поле давления при фильтрации сжимаемого флюида в пористой сре-
де с несжимаемым скелетом при наличии возмущений высокой амплитуды. Уравнение, описывающее из-
менения давления при разработке месторождения, учитывает сжимаемость флюида и представлено в не-
линейном виде. Известные зависимости плотности фильтрующейся среды от давления аппроксимированы 
линейной функцией. Движение предполагается одномерным и горизонтальным. Пористость, плотность и 
проницаемость скелета пористой среды, а также вязкость фильтрующейся среды считаются постоянными.  

Решение задачи найдено с использованием асимптотического разложения по формальному парамет-
ру, добавленному в задаче как сомножитель к сжимаемости флюида. Найдено приближенное аналитиче-
ское решение нелинейной задачи о фильтрационном поле давления в нулевом и первом приближениях. 
Нулевой и первый коэффициенты представляются решениями квазистационарных уравнений, в которые 
время входит как параметр через размеры зоны возмущений, определяемые законом сохранения массы. 
Установлено, что учет нелинейности приводит к уменьшению размеров зоны возмущений поля давления.  

Предложен подход к определению верхней границы зоны возмущений в нелинейных задачах такого 
рода, который основан на использовании законов сохранения. Показано, что частный случай нулевого 
приближения совпадает с решением линейной задачи, полученным по методу смены последовательных 
стационарных состояний. Найденные выражения расширяют возможности исследования высокоампли-
тудных процессов фильтрации, а предлагаемый подход снимает ограничения классических подходов, свя-
занных с пренебрежением зависимостью плотности флюида от давления в дивергентном члене уравнения 
неразрывности. Использованный метод позволяет построить аналитические выражения для коэффициен-
тов разложения порядков выше первого, кроме того, он создает возможность исследования вклада нели-
нейности, вызванной зависимостью проницаемости и вязкости от давления.  

Ключевые слова: нелинейное уравнение, фильтрация, давление, асимптотическое разложение. 
 

Процессы фильтрации находят широкое 
применение в различных технологических про-
цессах и технических устройствах. Исследова-
ние этих процессов занимает важное место в 
гидрогеологии и миграции воды и газа в земной 
коре, а также в решении сопутствующих эколо-
гических проблем [1–3]. Важная роль принад-
лежит процессам фильтрации в нефте- и газо-
добыче [4–8]. 

В общем случае соответствующие задачи о 
полях давления в пористых средах являются 
нелинейными и их решение затруднено. Среди 
практически важных задач теории фильтрации 
выделяется класс, когда сжимаемостью скелета, 
в сравнении со сжимаемостью насыщающего 
флюида, можно пренебречь. Между тем сжи-
маемость фильтрующегося флюида играет  
 

 
 
 
 

основную роль при движении газа и жидкости в 
пористых средах.  

Данная статья отличается от [9], тем, что 
здесь рассматривается случай фильтрации, когда 
сжимаемость скелета много меньше сжимаемо-
сти фильтрующейся среды. Такие условия часто 
реализуются на практике. Примером такого рода 
является случай фильтрации газа в песчаных или 
карбонатных коллекторах. Предположение о не-
сжимаемости скелета позволяет считать порис-
тость и проницаемость постоянными.  

В отличие от классического линейного 
подхода, когда в дивергентном слагаемом урав-
нения неразрывности плотность считается  
не зависящей от давления, здесь развит способ 
решения задачи, на основе нелинейного урав-
нения пьезопроводности, полученного без  
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принятого ранее ограничения. Это позволяет 
расширить диапазон возмущений давления, в 
котором обеспечивается достаточная точность 
вычислений. Решение этой задачи важно для 
практических приложений, поскольку в на-
стоящее время для увеличения нефте- и газоиз-
влечения используются высокие перепады дав-
ления, которые в предельном случае обеспечи-
вают гидроразрыв пласта. 
 

Вывод уравнения. Рассмотрим случай од-
номерной горизонтальной фильтрации. Уравне-
ние неразрывности в этом случае имеет вид  

.0











zxt

m zx  (1.1)

Необходимость использования двухмерно-
го уравнения неразрывности вызвано тем, что 
даже при горизонтальной одномерной фильтра-
ции в нелинейной задаче необходим учет зави-
симости естественного поля давления, обуслов-
ленного гравитационным взаимодействием. 
Ниже показано, что если вектор ускорения сво-
бодного падения ортогонален вектору скорости 
фильтрации, то зависимость нелинейного поля 
давления от вертикальной координаты z явля-
ется параметрической.  

При соответствующем выборе системы ко-
ординат, когда оси характеристического эллип-
соида тензора проницаемости анизотропной 
среды ijk  выбраны совпадающими с осями ко-

ординат, вектор ускорения свободного падения 
направлен по оси z, а движение жидкости про-
исходит по оси х, уравнение движения пред-
ставляется как ( kkx  ) 

.kg
x

Pk
i

x

Pk z








 










  (1.2)

В пластовых условиях перепады температу-
ры на несколько порядков меньше, чем перепады 
давлений, что позволяет использовать уравнение 
состояния баротропной среды  P . Оценки 
на основе экспериментальных данных показыва-
ют, что это уравнение можно представить с высо-
кой точностью в виде линейной зависимости 
плотности от перепада давления  

  lPP 10 , (1.3)

где 0  – плотность фильтрующейся жидкости 

при давлении линеаризации lPP  . 

Уравнения для определения невозмущен-

ного поля давления P
~

 следуют из (1.2), если 

положить в нем скорость фильтрации равной 
нулю 

g
z

P



~

, 0
~





x

P
. (1.4)

Эти уравнения описывают вертикальное 
распределение давления для невозмущенного 

поля P
~

 – поля, устанавливающегося в пласто-
вой системе в отсутствии внешних воздействий 
на нее. Решение уравнений (1.4) методом разде-
ления переменных, можно представить в неяв-
ном виде  

  .

~

0

gz
P

dPP

P


  (1.5)

Согласно полученной неявной зависимо-

сти, давление P
~
зависит только от z. Поскольку, 

согласно предположению, фильтрация проис-
ходит только по оси x, то уравнение для на-
чального поля давления (1.4) выполняется и в 
процессе фильтрации, уравнение неразрывно-
сти запишется как 
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m x  (1.6)

С учетом закона Дарси (1.2), это уравнение 
представится в нелинейном виде  
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Воспользовавшись выражением для произ-
водной от произведения пористости на плот-

ность по времени ,0 t

P
m

t

P

dP

d
m

t

m
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для линейной зависимости плотности от давле-
ния получим следующее уравнение для поля 
давления при линейной одномерной горизон-
тальной фильтрации 

  0 0 1 0.l

P k P
m P P

t x x

               
(1.8)

Заметим, что это нелинейное уравнение не 
позволяет заменить коэффициент сжимаемости 
 коэффициентом пьезопроводности, полностью 
исключив  из уравнения, как это происходит в 
линейных уравнениях. Причиной этому является 
зависимость коэффициента   lPP 1  в по-

следнем слагаемом от давления. 
Указанная особенность также приводит к 

тому, что уравнение для возмущений давления 

PP
~ , вызванных разработкой месторож-

дения, не позволяет исключить невозмущенное 
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поле давления P
~

 из уравнения, поскольку оно 
приобретает вид 

  0 0 1 0.l

k
m P P

t x x

                 
(1.9)

К уравнениям такого типа, к сожалению, 
не применимы классические методы, такие как, 
например, интегральные преобразования. 

 
Постановка задачи. Рассмотрим задачу о 

поле давления в пористом пласте, который экс-
плуатируется в режиме заданной депрессии [6, 
10–12]. Такая задача является фундаментальной 
для разработки нефтегазовых месторождений.  

Задача включает уравнение для поля дав-
ления (1.9), преобразованное к виду 

  1 0,l

k
P P

t m x x

               
  Qtx , , 

(2.1) 

где Q представляет декартово произведение лу-
чевой области D = x  0 и временного интер-
вала (0, T), у которого верхняя граница может 
принимать сколь угодно большие значения:  
Q = D  (0, T). 

Предполагается, что в начальный момент 
времени давление совпадает с невозмущенным 

PP
t

~
0



, или 0

0
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t
, (2.2)

а на выходе из пористой среды создан в началь-
ный момент времени и поддерживается задан-
ный перепад давления wP : 

wx
PPP 



~
0

, или wx
P

0
. (2.3)

Искомое решение принадлежит классу 

  1,2
,, txCtx  , почти везде, может быть за ис-

ключением одной точки луча, имеет непрерыв-
ную вторую производную по x и регулярно в 
бесконечно удаленных точках луча.  

 
Параметризация. Для решения задачи ис-

пользован асимптотический метод, при исполь-
зовании которого важно наличие малого пара-
метра. В качестве такового может быть исполь-
зована сжимаемость фильтрующейся среды . 
Однако в этом случае на указанный параметр, 
имеющий четкий физический смысл, должны 
накладываться дополнительные математиче-
ские требования. Чтобы избежать конфликта 
требований, добавим в задачу формальный 
асимптотический параметр как сомножитель 
перед параметром α. Параметризованная таким 
образом задача имеет вид 

  1 0,l
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t m x x
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(3.1) 

  Qtx ,  

0
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t
,                         (3.2) 

wx
P

0
.                       (3.3) 

Заметим, что при  = 1 задача совпадает с ис-
ходной. 

 
Нулевое приближение. Решение задачи 

отыскивается в виде асимптотической формулы 
    ...10  , (4.1)

после подстановки которой в (3.1) и перегруп-
пировки по степеням формального параметра, 
уравнение приобретает вид 
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Поэтому задача для нулевого приближения  
 

0
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, (4.3)
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0 , (4.4)

  0
0

0 
t

, (4.5)

к которой добавлено условие на бесконечности 
  0lim 0 

x
, (4.6)

является квазистационарной. 
Из (4.3) следует, что возмущения давления 

не зависят явно от времени   0/0  t . Тем 
не менее, как мы покажем ниже, время входит в 
полученное решение как параметр. 

Для того, чтобы интеграл уравнения (4.2) 
  DCx  0  (4.7)

мог удовлетворять условию на бесконечности 
(4.5), необходимо ограничить носитель решения 
0 < x < L, т.е. область ненулевых решений, а ус-
ловие (4.5) представить как  

  00 
Lx

. (4.8)

Тогда аналитическое решение задачи для 
нулевого приближения запишется в виде 

 0 1 , 0 ,

0, .
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x
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 (4.9)
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Полученное решение выполняется в любой 
момент времени, т.е. выражение (4.9) инвари-
антно относительно времени. Временная инва-
риантность означает, что частная производная 
по времени от нулевого приближения равна ну-

лю:   0/0  t . Как известно, модели такого 
рода являются квазистационарными, а время 
может входить в получаемые таким образом 
решения параметрически.  

Для того, чтобы решение (4.9) было адап-
тировано к нестационарному, следует положить 
зависящей от времени зону отличных от нуля 
решений L = L(t), благодаря чему время появит-
ся в нулевом приближении как параметр. Усло-
вие (4.5) может быть выполнено, если положить 
L(t = 0) = 0. Чтобы найти зависимость L = L(t), 
следует воспользоваться законом сохранения 
массы фильтрующейся среды. 

Общее изменение массы в зоне возмуще-
ний составит 

       
LL

dxxmdxPPmG
0

0

0

~
. (4.10)

Согласно закону сохранения массы, ско-
рость ее изменения равна скорости фильтрации, 
умноженной на плотность  

  .
~

0





x
w x

Pk
PPG

dt

d
 (4.11)

Таким образом, дифференциальное урав-
нение для определения L(t) запишется как 

  lw PPP
L

k

dt

dL
m 


 ~

1
1

2

1
, (4.12)

при условии L(t = 0) = 0 его решение имеет вид 

   tPPPL lw  ~
12 , (4.13)

где



m

k
. 

Отсюда следует, что при 0
~  lw PPP  

решение нелинейной задачи в нулевом прибли-
жении совпадает с решением линейной задачи 
методом последовательной смены стационар-
ных состояний, полученным И.А. Чарным [13]. 
Это же условие ограничивает применение ме-
тода И.А. Чарного к решению нелинейных за-

дач даже в нулевом приближении, поскольку P
~

 
является функцией z.  

Выражение (4.9) с учетом (4.13) представ-
ляет главную часть искомого поля давления 
приближенно. Уточнение полученного выраже-

ния осуществляется отысканием более высоких 
членов асимптотического разложения.  

 
Первый коэффициент разложения. Итак, 

выражения (4.9) и (4.13) являются решением не-
линейной задачи в нулевом приближении. Одна-
ко для уточнения вклада нелинейности в поле 
давления следует найти выражение для первого 
коэффициента разложения. Уравнение для его 
определения следует из (4.2) при первой степени 
формального асимптотического параметра 

   
  

 1 0 02
0

2
,l

k k
P P

m x t m x x

      
                



  Qtx , .                          (5.1) 
Граничные и начальные условия имеют 

вид 
  0

0

1 
x

, (5.2)

  0
0

1 
t

, (5.3)

  0lim 1 
x

. (5.4)

Если учесть, что нулевое приближение не 
зависит явно от времени 

 
  

 










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
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





 x
PP

xm

k

xm

k
l

0
0

2

12 ~ , (5.5) 

то интегрирование уравнения упрощается. Ин-
теграл уравнения (5.5) имеет вид 

 
 

    BAxPP l 










 0

20
1 ~

2
.  (5.6) 

Область ненулевых решений ограничена 
сверху значением 1L : 10 Lx  . Решение в 
нулевом приближении представим по аналогии 
с (4.9), заменив L на 1L , как 

  10
1

1

1 , 0 ,

0, .

w

x
P x L

L

x L

  
        

 

      (5.7) 

Определив с помощью граничных условий 
  0

0

1 
x

 и   0
1

1 
Lx

, которыми заменено 

условие (5.4), постоянные интегрирования A и 
B, представим первый коэффициент разложения 
в виде 

   
 

   

2
1

1

0 2
0

1
2

.
2

w
l w

l

P x
P P P

L

P P

  
        

  
 

     
 




 (5.8) 
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Решение в первом приближении равно 
сумме нулевого и первого коэффициентов 
асимптотического разложения 

       010  
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      0 0 0 2 .
2 wP


               (5.9) 

Это выражение представляет искомое ре-
шение в первом приближении, в котором, как и 
в случае нулевого коэффициента, зависимость 
от времени является параметрической и выра-
жается через  tL1 , определенной ниже из зако-
на сохранения массы. 

Общее изменение массы в возмущенной 
зоне определим с помощью выражения (4.10) 

       
11

0

0

0
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dxxmdxPPmG . (5.10)

В результате интегрирования после под-
становки (5.9) получим 

26
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PmG w

w 
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
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
  . (5.11)

Поскольку градиент возмущений давления, 
согласно (5.9), представляется как  
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то уравнение, соответствующее закону сохра-
нения массы (4.11), имеет вид 
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Решение уравнения, при дополнительном 
начальном условии   001 tL , имеет вид 

   tPPP
P

P
L lw

w

w 
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21

, 

где 



m

k
. 

Для случая 1 wP  можно воспользо-

ваться формулами для малых приращений  и : 

2
1

1

1 





. В результате получим взаи-

мосвязь между размерами зон возмущения в 
первом и нулевом приближениях 
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Итак, из полученного равенства следует, 
что нелинейный эффект, связанный с учетом за-
висимости плотности от давления в формуле для 
массового расхода фильтрующейся среды, за-
ключается в уменьшении размеров зоны возму-
щений поля давления (или сжатии этой зоны). 

Построение более высоких коэффициентов 
асимптотического разложения осуществляется 
аналогично найденному аналитическому реше-
нию нелинейной задачи о фильтрационном по-
ле давления в нулевом и первом приближениях, 
удовлетворяющим квазистационарным уравне-
ниям, в которые время входит как параметр че-
рез размеры зоны возмущений, определяемые 
законом сохранения массы.  

Справедливость полученного решения под-
тверждается идентичностью частного случая по-
лученного выражения и классического решения. 

Предлагаемый подход снимает ограничения 
классических методов, связанные с пренебреже-
нием зависимостью плотности флюида от давле-
ния в дивергентном члене уравнения неразрыв-
ности и тем самым открывает новые возможно-
сти исследования высокоамплитудных процес-
сов фильтрации. Использованный метод являет-
ся новым общим результативным подходом к 
нелинейным задачам, когда уравнение состояния 
или зависимость физического параметра от ис-
комой функции представляется в линеаризован-
ном виде и обеспечивает возможности исследо-
вания вклада нелинейности вызванной зависи-
мостью других гидродинамических и фильтра-
ционных параметров от давления.  

 
Список обозначений: g – ускорение сво-

бодного падения, м/с2; ݇ – проницаемость, м2; ݉ – пористость скелета пласта; α – сжимаемость 
фильтрующейся среды, 1/Па; ε – параметр асим-
птотического разложения; χ – пьезопроводность, 
м2/с;  – вязкость фильтрующейся среды, Па ⋅ с; 
 – плотность фильтрующейся среды, кг/м3. 
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The solution of the problem of the pressure field during filtration of a compressible fluid in a porous medium 

with an incompressible skeleton in the presence of high-amplitude disturbances is presented. The equation de-
scribing pressure changes during field development takes into account the compressibility of the fluid and is pre-
sented in a nonlinear form. The known dependences of the density of the filtered medium on the pressure are ap-
proximated by a linear function. The movement is assumed to be one-dimensional and horizontal. The porosity, 
density and permeability of the porous medium skeleton, as well as the viscosity of the filtered medium are con-
sidered constant. 

The solution of the problem is found using an asymptotic expansion by a formal parameter added in the 
problem as a factor to the compressibility of the fluid. An approximate analytical solution of the nonlinear prob-
lem of the filtration pressure field in the zero and first approximations is found. The zero and first coefficients are 
represented by solutions of quasi-stationary equations, in which time is included as a parameter through the di-
mensions of the perturbation zone determined by the law of conservation of mass. It is established that taking into 
account the nonlinearity leads to a decrease in the size of the zone of disturbances of the pressure field. 

An approach to determining the upper boundary of the perturbation zone in nonlinear problems of this kind, 
which is based on the use of conservation laws, is proposed. It is shown that the special case of the zero approxi-
mation coincides with the solution of the linear problem obtained by the method of changing successive stationary 
states. The expressions found expand the possibilities of studying high-amplitude filtration processes, and the pro-
posed approach removes the limitations of classical approaches associated with neglecting the dependence of fluid 
density on pressure in the divergent term of the continuity equation. The method used makes it possible to con-
struct analytical expressions for decomposition coefficients orders of magnitude higher than the first, in addition, 
it creates the possibility of studying the contribution of nonlinearity caused by the dependence of permeability and 
viscosity on pressure. 

Keywords: nonlinear equation, filtration, pressure, asymptotic decomposition. 


