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ЭФФЕКТ САНЬЯКА В ПРОСТРАНСТВЕ-ВРЕМЕНИ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ЧЕРНОЙ ДЫРЫ  
В ЧЕТЫРЕХМЕРНОЙ ТЕОРИИ ЭЙНШТЕЙНА–ГАУССА–БОННЕ 
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Недавно Главан и Лин предложили новую четырехмерную теорию гравитации Эйнштейна–Гаусса–

Бонне (ЭГБ) путем изменения масштаба константы связи Гаусса-Бонне (ГБ) α → α/(ܦ − 4) и принятия ог-
раничения ܦ → 4 на уровне уравнений движения. Константа связи ГБ вносит вклад в уравнения поля и, та-
ким образом, обходит теорему Лавлока. Эта теория сохраняет число степеней свободы и позволяет избежать 
неустойчивость Остроградского. Главан и Лин получили точное решение для несингулярных статических и 
сферически симметричных черных дыр в четырехмерной теории гравитации ЭГБ. Позже Кумар и Гош при-
менили алгоритм Ньюмана–Яниса к статичному решению и построили решение для вращающейся черной 
дыры в 4-мерной теории гравитации ЭГБ. Поскольку теория решает множество наблюдательных проблем 
астрофизики и является перспективной для проведения исследований, влияние параметра связи ГБ на аст-
рофизические эффекты активно исследуется в литературе. Однако эта теория не проверялась ранее с помо-
щью временных эффектов. В работе рассматривается один из интереснейших временных эффектов – эффект 
Саньяка. Целью работы является исследование эффекта Саньяка в пространстве-времени вращающейся чер-
ной дыры в 4-мерной теории ЭГБ и получение ограничения на параметр связи ГБ с помощью наблюдатель-
ных данных эффекта Саньяка. В самом общем случае под эффектом Саньяка понимается разность времен 
прохождения замкнутого круга пучками света, движущимися в противоположных направлениях. Эффект 
имеет множество приложений, является наблюдаемым на Земле и учитывается в спутниковых навигацион-
ных системах (GPS, ГЛОНАСС) при синхронизации временных сигналов. 

Ключевые слова: эффект Саньяка, черные дыры, константа связи Гаусса–Бонне. 
 
Введение. С момента создания общей тео-

рии относительности (ОТО) Эйнштейна пред-
принимались разные попытки предоставить ей 
альтернативу, начиная с предложений Вейля [1] 
и Эддингтона [2] и до настоящего времени, ко-
гда множество различных теорий гравитации 
активно рассматриваются в качестве кандида-
тов на ее замену. Альтернативы ОТО вводятся 
по ряду математических, философских и на-
блюдательных причин, но почти все они имеют 
общую функцию обобщения теории, первона-
чально предложенной Эйнштейном. Особое ме-
сто среди них занимает гравитационная теория 
Эйнштейна-Гаусса-Бонне (ЭГБ), первоначально 
предложенная Ланцошем [3] и впоследствии 
обобщенная Лавлоком [4]. Эти теории уникаль-
ны тем, что не требуют никаких дополнитель-
ных фундаментальных полей, кроме тех, кото-
рые входят в ОТО, сохраняя при этом то свой-
ство, что полевые уравнения теории могут  
 

 
 
 
 

быть записаны с производными метрики не 
выше вторых (достаточное условие для того, 
чтобы преодолеть неустойчивость Остроград-
ского [5]). Таким образом, они занимают особое 
положение среди множества альтернатив ОТО. 

Главан и Лин [6] предложили 4-мерную 
теорию гравитации ЭГБ, где путем изменения 
масштаба константы связи Гаусса–Бонне (ГБ) α 
в соответствии с α → α/(ܦ − 4), где ܦ – озна-
чает количество измерений, и принятия предела ܦ → 4, так что член ГБ дополняет действие 
Эйнштейна–Гильберта квадратичными поправ-
ками и, таким образом, обходит теорему Лавло-
ка. Кроме того, авторы получили несингулярное 
статическое и сферически симметричное реше-
ние для черных дыр в 4-мерной теории грави-
тации ЭГБ, которые были изучены с разных 
точек зрения в работах [7–9]. В работе [7] был 
исследован вопрос ограничения константы свя-
зи ГБ α с помощью различных наблюдательных  
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методов. Верхний предел константы связи ГБ, 
полученный с помощью данных наблюдений 
классической прецессии перигелия планеты Мер-
курий, определяется соотношением α < 10ଵ଺ мଶ. 
Более сильное ограничение может быть получено 
с использованием наблюдений искусственных 
спутников LAGEOS, которое имеет значение α < 10ଵ଴ мଶ. В нашей работе будет получено ог-
раничение константы связи ГБ с помощью на-
блюдательных данных эффекта Саньяка. 

Эффект Саньяка [10–14], названный в 
честь первооткрывателя Жоржа Саньяка, явля-
ется одним из фундаментальных открытий в 
физике связанной с вращением. Сам эффект 
может быть описан следующим образом. Пусть 
вокруг вращающегося объекта движется источ-
ник/приемник света (т.е. источник и приемник 
находятся в одной точке). Пучок света, разде-
ленный на два в источнике/приемнике света, 
следует по одному и тому же замкнутому пути 
вдоль обода в противоположных направлениях 
до момента их схождения в источни-
ке/приемнике. Если диск не вращается, то пуч-
ки света одновременно прибывают к источни-
ку/приемнику, и, следовательно, появляется 
интерференционная полоса. Если диск враща-
ется с некоторой угловой скоростью, время 
прихода к источнику/приемнику будет разным 
для сонаправленного и противоположно-
направленного пучков света: больше в первом 
случае и короче во втором. Получившаяся раз-
ница во времени называется эффектом Саньяка. 

 
Черные дыры в четырехмерной теории 

Эйнштейна-Гаусса-Бонне. Действие в D-мер-
ной теории гравитации ЭГБ определяется сле-
дующим образом: ܵ = ாுܮ)݃−ඥݔ஽݀׬ + αீܮ஻),   (1) 
где ܮாு = ܴ, ஻ீܮ = ܴஜ஝஡஢ܴஜ஝஡஢ − 4ܴஜ஝ܴஜ஝ + ܴଶ,  (2) 

где ݃ – определитель метрического тензора ݃ஜ஝, α – константа связи ГБ, ܴ – скаляр Риччи, ܴஜ஝ – тензор Риччи и ܴஜ஝஡஢ – тензор Римана 
рассматриваемого пространства-времени. При ܦ = 4 часть действия, связанная с ГБ, является 
полной производной и поэтому не вносит 
вклад в уравнения поля Эйнштейна. Главан и 
Лин получили статические сферически-
симметричные решения для черных дыр в  
4-мерной теории гравитации ЭГБ, изменив 
константу связи ГБ ߙ на α/(ܦ − 4) и взяв пре-
дел при ܦ → 4 [9]. Варьирование действия (1) 

по метрическому тензору ݃ஜ஝ дает уравнения 
гравитационного поля в виде ܩஜ஝ + αܪஜ஝ = 0,   (3) 
где ܩஜ஝ – тензор Эйнштейна, а ܪஜ஝ определяется 
выражением ܪஜ஝ = 2൫ܴܴஜ஝ − 2ܴஜ஢ܴఔ஢ − 2ܴஜ஢஝஡ܴ஢஡  −ܴஜ஢஡ஔܴ	ఔ஢஡ஔቁ − ଵଶ  ஻݃ஜ஝ .   (4)ீܮ

Отметим, что построение вращающихся 
решений для черных дыр в 4-мерной теории 
гравитации ЭГБ путем решения уравнений ва-
куумного поля является сложной задачей. На 
сегодняшний день ни одного точного решения 
уравнения поля в теории гравитации ЭГБ не 
существует. Однако недавно Кумар и Гош по-
строили решение для вращающейся черной ды-
ры в 4-мерной теории гравитации ЭГБ косвен-
ным методом, применив алгоритм Ньюмана–
Яниса к статичному решению [6], которое в ко-
ординатах Бойера–Линдкиста имеет вид ݀ݏଶ = −ቀΔି௔మ ୱ୧୬మ ஘

Σ
ቁ ଶݐ݀ + Σ

Δ
ଶݎ݀ + Σ݀θଶ  −2ܽ sinଶ θ ቀ1 − Δି௔మ ୱ୧୬మ ஘

Σ
ቁ ϕ  +sinଶ݀ݐ݀ θ ቂΣ+ ܽଶ sinଶ θ ቀ2 − Δି௔మ ୱ୧୬మ ஘

Σ
ቁቃ ݀ϕଶ,  (5) 

с 

Δ = ଶݎ + ܽଶ + ௥రଶ஑ ቈ1 − ට1 + ଼஑ெ௥య ቉ , 
Σ = ଶݎ + ܽଶ cosଶ θ,    (6) 

где ܯ – масса черной дыры и ܽ – параметр 
вращения, связанный с угловым моментом ܬ 
соотношением ܽ = -Вышеупомянутая мет .ܯ/ܬ
рика в пределе при ߙ → 0 или больших ݎ стано-
вится вращающимся решением ОТО, которое 
описывается метрикой Керра. В пределе при ܽ = 0 решение (5)–(6) сводится к статическому 
сферически-симметричному решению четы-
рехмерной теории гравитации ЭГБ, а также как 
для α → 0, так и для ܽ = 0 сводится к метрике 
Шварцшильда. 

В работе [7] было показано, что используя 
условие существования горизонта событий, 
можно получить оценку константы связи ГБ ߙ 
для конкретного значения параметра вращения ܽ. В зависимости от параметров ܽ и α черная 
дыра может иметь два горизонта событий 
௛௢௥,ଵݎ) = ௛௢௥,ଶݎ ା иݎ = ݎି ), один (ݎ௛௢௥ = ାݎ = ݎି ), 
либо вообще не иметь горизонтов событий. При 
фиксированном значении ܽ уменьшение кон-
станты связи ГБ α приводит к увеличению ра-
диуса горизонта событий, так что для черной 
дыры Керра в ОТО он больше, чем у вращаю-
щихся черных дыр в 4-мерной теории гравита-
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ции ЭГБ [9]. Заметим, что хотя константа связи 
ГБ идентифицируется как обратное натяжение 
струны и должна быть положительной, в работе 
[7] было показано, что при отрицательных зна-
чениях параметра α определенных в диапазоне −8 ≤ α < 0 всегда существует решение для 
черных дыр и сингулярное поведение решения 
скрыто внутри горизонта. Более того, в отличие 
от случая положительного α, уравнение ∆(ݎ) = 0 имеет только один положительный 
вещественный корень и, следовательно, суще-
ствует только один горизонт событий. 

 
Эффект Саньяка в пространстве-време-

ни вращающихся черных дыр в 4-мерной тео-
рии Эйнштейна–Гаусса–Бонне. Для нахожде-
ния задержки времени между прибытиями сигна-
лов к метрике (5)–(6) будет применен метод Тар-
талья [10]. Согласно методу, рассматривается ис-
точник/приемник света, который движется по 
круговой орбите вокруг пространства-времени 
вращающейся черной дыры в 4-мерной теории 
гравитации ЭГБ (5)–(6) на экваториальной плос-
кости θ = π/2, как показано на рис. 1, а. Источ-
ник/приемник света отправляет два противопо-
ложно направленных пучка света, которые так-
же движутся по замкнутым круговым орбитам 
(рис. 1, б). После кругового обхода оба пучка 
возвращаются к источнику/приемнику света с 
помощью подходящим образом расположенных 
зеркал. Предполагается так же, что источ-
ник/приемник света движется по орбите на не-
котором постоянном радиусе ݎ = ܴ =  с ݐݏ݊݋ܿ
равномерной угловой скоростью ω଴ от цен-
трального вращающегося источника. Тогда 
метрика (5)–(6) сводится к ݀τଶ = − ቈ1 + ோమଶ஑ ቆ1 − ට1 + ଼஑ெோయ ቇ቉ ଶ + +ଶ௔ோమଶ஑ݐ݀ ቆ1 − ට1 + ଼஑ெோయ ቇ  + ϕ݀ݐ݀

+ ቈܴଶ + ܽଶ ቊ1 + ோమଶ஑ ቆ1 − ට1 + ଼஑ெோయ ቇቋ቉ ݀ϕଶ.  (7) 

Предполагая, что осевая скорость враще-
ния ω଴ черной дыры в 4-мерной теории грави-
тации ЭГБ постоянна, угол вращения ϕ଴ спут-
ника задается уравнением ϕ଴ = ω଴(8)    .ݐ 

Подставляя (8) в (7) получим ݀߬ଶ = ቈ1 + ோమଶఈ ቆ1 − ට1 + ଼ఈெோయ ቇ – −௔ோమఈ ቆ1 − ට1 + ଼ఈெோయ ቇ߱଴  −ቊܴଶ + ܽଶ − ோమଶఈ ቆ1 − ට1 + ଼ఈெோయ ቇቋ߱଴	ଶ቉  ଶ. (9)ݐ݀

Для света, движущегося по одним и тем же 
круговым орбитам, должно выполняться усло-
вие ݀τ = 0. Полагая Ω угловой скоростью дви-
жения света по траекториям, получим 1 + ோమଶఈ ቆ1 − ට1 + ଼ఈெோయ ቇ − ௔ோమఈ ௔ோమఈ+ + ߗ ට1 + ଼ఈெோయ ߗ − ቄܴଶ + ܽଶ − ோమଶఈ ×  × ቆ1 − ට1 + ଼ఈெோయ ቇቋߗଶ = 0.      (10) 

Решая квадратное уравнение (10) относи-
тельно Ω, можно найти два корня, которые 
представляют угловую скорость Ω± света для 
сонаправленно вращающегося с черной дырой в 
4-мерной теории гравитации ЭГБ (+) и проти-
воположно направленно (-), определяемого как Ω± = − ି௔ோమቀଵିඥଵା଼஑ெ/ோయቁଶ஑(ோమା௔మ)ା௔మோమቀଵିඥଵା଼஑ெ/ோయቁ  ±ටଶ஑ቄଶఈ(ோమା௔మ)ାோరቀଵିඥଵା଼஑ெ/ோయቁቅଶ஑(ோమା௔మ)ା௔మோమቀଵିඥଵା଼஑ெ/ோయቁ .  (11) 

Подставив в (8) уравнение (11), получим 
угол вращения источника/приемника вокруг 
черной дыры в 4-мерной теории гравитации ЭГБ ϕ଴± = ∓2πω଴/Ω±.      (12) 

 

 
 
Рис. 1. Схематичное изображение эффекта Саньяка в пространстве-времени черной дыры в 4-мерной тео-
рии гравитации ЭГБ 
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Собственное время вращающегося источ-
ника/приемника, выведенное из уравнения (9) с 
использованием (8), равно ݀τ = ቈ1 + ோమଶ஑ ቆ1 − ට1 + ଼஑ெோయ ቇ − ௔ோమ஑ ω଴  +௔ோమ஑ ට1 + ଼஑ெோయ ω଴ − ቄܴଶ + ܽଶ − ோమଶ஑ ×  × ቆ1 − ට1 + ଼஑ெோయ ቇቋω଴	ଶ቉ଵ/ଶ ௗமబனబ .  (13) 

Проинтегрировав ϕ଴ା и ϕ଴ି и разложив в 
ряд Тейлора по малому параметру α, получим 
задержку Саньяка в виде δτ ≂ δτௌ − ଼஠௔ெோ + ଼஠௔ெమோమ ቀ1 − ଶ஑ோమቁ  +4πω଴ܴܯ − 2πω଴ܯଶ ቀ3 − ସ஑ோమቁ, (14) 

где первый член разложения δτௌ = 4πω଴ܴଶ – 
эффект Саньяка в плоском пространстве. По-
скольку все члены содержащие параметр α с 
отрицательным знаком, то увеличение констан-
ты связи ГБ α приводит к уменьшению задерж-
ки Саньяка. 
 

Применение эффекта Саньяка для огра-
ничения константы связи Гаусса–Бонне. Для 
ограничения константы связи ГБ рассматрива-
ется результат точности эксперимента Аллана, 
Вейса и Эшби (АВЭ) [15], в котором была из-
мерена земная задержка Саньяка. Остаточная 
ошибка задержки Саньяка их эксперимента со-
ставила всего 5 нс. Они использовали спутники 
GPS вокруг Земли, движущиеся с угловой ско-
ростью ω଴. Для расчетов будут использованы 
следующие данные для Земли: ܴ → ܴ௘௤ = 6.85 × 10଺ м, (15) ω଴ = Ω⊕ = 7.3 × 10ିହ рад/с → ଶனబ௖మ  = = 1.622 × 10ିଶଵ,      (16) ܯ → ீெ⊕௖మ = 4.4 × 10ିଷ м,        (17) ܽ = ܽ⊕ = 9.81 × 10଺ м2 с-1,      (18) ܿ = 3 × 10଼ м с-1,    (19) 
где ܴ௘௤ – радиус орбиты спутника. Подставим 

вышеуказанные земные данные (15)–(19) в 
ଵଶ δτௌ 

уравнения (14), восстановив ω଴ = ω଴/ܿଶ, ܽ = ܽ⊕/ܿଶ и преобразовав шкалу из секунд в 

наносекунды, 
ଵଶ δτ = ଵଶ δτ × 10ଽ нс. Затем, при-

менив разложение в ряд Тейлора уравнение (14) 
по α, находим ଵଶ δτ × 10ଽ = (239.013 − 4.179 × 10ିଷ଴α	мିଶ – −2.288 × 10ିହଶαଶмିସ + ⋯) нс,        (20) 

где α имеет размерность длины в квадрате. Это 
разложение здесь предназначено только для то-
го, чтобы показать, что первое слагаемое являет-
ся экспериментально наблюдаемым при про-

странственном значении 
ଵଶ δτௌ௙௟௔௧(= 239.013 нс) 

при эквивалентном радиусе (15), а остальные 
слагаемые являются поправками, обусловлен-
ными константой связи ГБ α. Если мы вычтем ଵଶ δτௌ из общего числа 

ଵଶ δτ в (20), то останется 

только суммарный поправочный член из-за ܯ, ܽ и α. 
Поскольку земные значения ܯ и ܽ уже 

включены в уравнение (20) до разложения, в 
этом уравнении остается неизвестной только α. 
Используя предположение, что суммарный по-
правочный член меньше или равен среднему 
остатку ошибки 5 нс, получаем α ≤ 1.196 × 10ଷ଴ мଶ.         (21) 

Таким образом, в работе был получен пре-
дел константы связи ГБ с помощью наземных 
данных эффекта Саньяка. 

 
Заключение. В работе была впервые про-

верена 4-мерная теория ЭГБ с помощью вре-
менного эффекта. Вычислена задержка време-
ни Саньяка двух противоположно-направлен-
ных пучков света в случае, когда источник/ 
приемник движется вокруг черной дыры, гео-
метрия которой представлена метрикой (5)–(6) 
в 4-мерной теории гравитации ЭГБ. Задержка 
Саньяка представлена в виде пост-постньюто-
новского разложения, в котором многие члены 
разложения отбрасываются, поскольку они ма-
лы по сравнению с ведущими. Показано, что 
увеличение константы связи ГБ α приводит к 
уменьшению задержки Саньяка в ведущих по-
рядках. Однако чтобы вклад константы связи 
ГБ был сравним с ведущими порядками, необ-
ходимо чтобы α ≥ 10ଶହ. С помощью данных 
наземного эксперимента АВЭ по измерению 
эффекта Саньяка был получен верхний предел 
константы связи ГБ α, который составляет α ≤ 1.196 × 10ଷ଴ мଶ для Земли. Задержка 
Саньяка при малых α в 4-мерной теории ЭГБ 
практически совпадает с задержкой Саньяка в 
ОТО. 

 
Исследование выполнено за счет гранта 

Российского научного фонда (проект № 23-22-
00391) 
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Recently, Glavan and Lin proposed a new four-dimensional theory of Einstein-Gauss-Bonnet (EGB) gravity 
by rescaling the Gauss-Bonnet (GB) coupling constant ߙ → ܦ)/ߙ − 4) and adopting the ܦ → 4 constraint at the 
level of the equations of motion. The GB coupling constant contributes to the field equations and thus bypasses 
Lovelock's theorem. This theory preserves the number of degrees of freedom and avoids Ostrogradsky instability. 
Glavan and Lin obtained an exact solution for nonsingular static and spherically symmetric black holes in the 
four-dimensional EGB theory of gravity. Later, Kumar and Ghosh applied the Newman-Janis algorithm to the 
static solution and constructed a solution for a rotating black hole in the 4-dimensional EGB theory of gravity. 
Since the theory solves many observational problems in astrophysics and is promising for research, the influence 
of the GB coupling parameter on astrophysical effects is actively studied in the literature. However, this theory 
has not been tested previously using time effects. The work examines one of the most interesting time effects – the 
Sagnac effect. Thus, the goal of the work is to study the Sagnac effect in the space-time of a rotating black hole in 
the four-dimensional EGB theory and obtain a constraint on the GB coupling parameter using observational data 
of the Sagnac effect. In the most general case, the Sagnac effect is understood as the difference in the time it takes 
light beams moving in opposite directions to pass through a closed circle. The effect has many applications, is 
observable on Earth and is taken into account in satellite navigation systems (GPS, GLONASS) when synchroniz-
ing time signals. 

Keywords: Sagnac effect, black holes, Gauss-Bonnet coupling constant. 


