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Исследован потенциально наблюдаемый эффект – относительное запаздывание сигналов – в решении 

пары вращающихся ускоряющихся черных дыр, называемый С-метрикой. С-метрика, предложенная 
Гриффитс и Подольским, является точным решением уравнений Эйнштейна. Метрика характеризуется 
массой, угловым моментом и параметром ускорения и сводится к решению Керра при обнулении пара-
метра ускорения. Относительное запаздывание сигналов возникает, если два луча света исходят из пере-
менного источника, находящегося за вращающейся гравитационной линзой. Проходя по разные стороны 
от линзы, лучи прибывают к наблюдателю с некоторой разницей во времени. Разница во времени возника-
ет за счет увлечения инерциальных систем отсчета из-за вращения линзы. Черные дыры, описываемые  
C-метрикой, обладают угловым моментом, необходимым для возникновения эффекта относительного за-
паздывания сигналов. Для расчета относительного запаздывания сигналов был применен метод Дымнико-
вой в приближении тонкой линзы. Выражение для относительного запаздывания было разложено в ряд 
для определения влияния параметра ускорения С-метрики. В результате было получено, что относитель-
ное запаздывание сигналов в ведущем порядке для С-метрики не зависит от массы черных дыр и парамет-
ра ускорения, а зависит только от углового момента. В поправках относительное запаздывание сигналов 
для С-метрики отличается от поправок к запаздыванию в решении Керра наличием влияния свободного 
параметра ускорения С-метрики. 

Для оценки измеримости влияния параметра ускорения на относительное запаздывание сигналов бы-
ли получены численные значения запаздывания для диапазона ускорений. Численные значения рассчита-
ли, подставив наблюдаемые данные реалистичных конфигураций пульсар – черная дыра в выражение для 
относительного запаздывания сигналов. Полученные численные оценки показывают, что величина отно-
сительного запаздывания сигналов в первом порядке измерима при возможностях современной техники. 
Учитывая, что все изученные ранее решения объектов с помощью относительного запаздывания имели 
влияние массы, то численные значения запаздывания в С-метрике существенно отличаются. Поэтому чер-
ные дыры, описываемые С-метрикой, можно отличить от черных дыр, описываемых ранее изученными 
решениями, с помощью потенциальных наблюдаемых данных относительного запаздывания. Однако по-
правки, содержащие влияние параметра ускорения, слишком малы, чтобы учесть их влияние. 
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Введение. Эффект относительного запаз-

дывания сигналов впервые был предложен 
И. Дымниковой, и рассмотрен для решения 
Керра [1]. Дымникова сравнивала относитель-
ное запаздывание с широко известным эффек-
том Шапиро, который по-другому называется 
гравитационной задержкой сигнала. Эффект 
Шапиро возникает из-за гравитирующей массы 
и проявляется как замедление времени прохож-
дения электромагнитного сигнала вблизи  
 

 
 
 
 
 
 

массивного объекта по сравнению с его отсут-
ствием. Эффект Шапиро не зависит от наличия 
углового момента массивного объекта, и для 
его наблюдения нет необходимости в линзи-
рующей системе. Относительное запаздывание 
сигналов возникает в линзирующей системе 
(рис. 1), то есть два луча света, исходящие от 
источника S, должны пройти по разные стороны 
от гравитационной линзы L. При этом луч све-
та, прошедший по ходу вращения линзы  
 
 
 
 
 
 
 

ИЗВЕСТИЯ УФИМСКОГО НАУЧНОГО ЦЕНТРА РАН. 2024. № 1. С. 18–23 
 

ФИЗИКА 

ТУЛЕГАНОВА Гулира Юлдашевна – к.ф.-м.н., Башкирский государственный педагогический уни-
верситет им. М. Акмуллы, e-mail: gulira.tuleganova@yandex.ru 
КАРИМОВ Рамис Хамитович – к.ф.-м.н., Башкирский государственный педагогический университет 
им. М. Акмуллы, e-mail: karimov_ramis_92@mail.ru 
ШИХОВА Анастасия Михайловна, Башкирский государственный педагогический университет 
им. М. Акмуллы, e-mail: anastasiashikhova@yandex.ru 



Г.Ю. Тулеганова, Р.Х. Каримов, А.М. Шихова. Относительное запаздывание сигналов… 
 

19 

(верхний луч), приходит к наблюдателю O 
раньше, чем луч света, прошедший с противо-
положной стороны. Длина пути луча света со 
стороны, где он идет по ходу вращения линзы, 
будет меньше, чем длина пути луча света с про-
тивоположной стороны. Эта разница во време-
ни прибытия лучей и называется относитель-
ным запаздыванием сигналов. Эта задержка 
возникает за счет эффекта увлечения инерци-
альных систем отсчета. 

 
Рис. 1. Схема относительного запаздывания сигна-
лов в экваториальной плоскости гравитационной 
линзы: ܵ – источник света, испускающий периоди-
ческие импульсы; L – гравитационная линза; O – 
наблюдатель; ܾା и ܾି – прицельные параметры; 
Δφା и Δφି углы отклонения световых лучей; ݀௅ௌ – 
расстояние между линзой и источником сигналов; ݀ை௅ – расстояние от точки наблюдения до линзы 

 
Однако если источник света будет испус-

кать постоянный сигнал, наблюдение относи-
тельного запаздывания будет невозможно, так 
как сигналы будут сливаться. Наблюдение за-
паздывания будет возможно, только если ис-
точник будет испускать периодические сигна-
лы. В этом случае наблюдатель получит не-
сколько изображений источника с некоторой 
разностью фаз в периодических импульсах ис-
точника. Эта разность фаз и будет являться от-
носительным запаздыванием сигналов. 

Таким образом, в отличие от эффекта Ша-
пиро, для возникновения относительного запаз-
дывания сигналов необходима линзирующая 
система с вращающейся линзой и источником, 
испускающим периодические сигналы. Хотя эф-
фект Шапиро в линзирующей системе также бу-
дет присутствовать, его влияние на оба луча све-
та одинаково, поэтому на относительное запаз-
дывание сигналов эффект Шапиро не влияет. 

В данной работе в качестве вращающейся 
линзы будет рассмотрена пара вращающихся 
черных дыр с ускорением, описываемых  
С-метрикой. Физическая интерпретация С-мет-
рики интересна сама по себе, некоторые аспек-
ты в применении к относительному запаздыва-

нию сигналов будут отмечены в последнем раз-
деле работы. Для оценки численных значений 
относительного запаздывания рассмотрим реа-
листичную конфигурацию линзирующей сис-
темы с источником периодических сигналов – 
пульсар – черная дыра Лебедь X-1. 

 
Общий вид уравнения задержки време-

ни прибытия сигналов. Для получения урав-
нения для относительного запаздывания сигна-
лов, рассмотрим общий вид метрики черной 
дыры в покомпонентном виде: ݀τଶ = ݃௧௧݀ݐଶ + 2݃௧஦݀݀ݐϕ − ݃௥௥݀ݎଶ – −݃஘஘݀θଶ − ݃மம݀ϕଶ.    (1) 

Поскольку сигналы исходят от источника, 
находящегося позади вращающейся черной ды-
ры, нулевая геодезическая на экваториальной 
плоскости (θ = π/2) определяется как ݀τଶ = 0. 
Поэтому время, необходимое для световых лу-
чей для прохождения по нулевой геодезиче-
ской, определяется по формуле ݀ݐ± = ௗம௚೟೟ ሾ−݃௧஘ ± ℎ(ݎ, ϕ)ሿ,          (2) 

где ℎ(ݎ, ϕ) = ට݃௧மଶ − ݃௧௧ ൜݃௥௥ ቀௗ௥ௗமቁଶ + ݃மமଶ ൠ .   (3) 

Предполагается, что координатное время 
будет положительным для сигналов, проходя-
щих по обе стороны от линзы, поэтому оба зна-
чения ݀ିݐ и ݀ݐା положительны. Таким образом 
относительное запаздывание сигналов на на-
блюдателе также положительно: ݀ݐ = ିݐ݀ − ାݐ݀ = |ௗம|௚೟೟ ൣ݃௧ம + ℎ(ݎ, ϕ)൧ – − |ௗம|௚೟೟ ൣ݃௧ம + ℎ(ݎ, ϕ)൧ = ଶ௚೟ದ௚೟೟ ሾ݀ϕሿ.  (4) 

Запаздывание ݀ݐ появляется за счет эффек-
та увлечения инерциальных систем отсчета, ко-
торый определяется двумя компонентами мет-

рики ቀଶ௚೟ದ௚೟೟ ቁ. Подобное выражение было полу-

чено Дымниковой [1]. 
Следующий шаг в исследовании относи-

тельного запаздывания сигналов был сделан 
Измаиловым и др. [2], которые применили при-
ближение тонкой линзы и разложили в ряд вы-
ражение для относительного запаздывания для 
изучения влияния свободного параметра реше-
ния Йоханнсена. Эти же принципы в дальней-
шем был применены и для других решений тео-
рий гравитации, содержащих свободные пара-
метры [3–5]. В гравитационном линзировании 
приближение тонкой линзы (рис. 2) применяет-
ся, так как расстояния между источником, лин-
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зой и наблюдателем несоизмеримо больше, чем 
прицельный параметр, где происходит плавный 
изгиб света [6]. Поэтому можно считать, что 
свет распространяется по прямым линиям, а 
изгиб происходит только в точках P и Q. 

 
Рис. 2. Схема приближения тонкой линзы: ܵ – ис-
точник переменного сигнала; ܮ – гравитационная 
линза; ܱ – наблюдатель. Углы произвольные и 
значительно преувеличенные для наглядности 

 
Разложение в ряд позволяет качественно 

оценить влияние свободных параметров реше-
ний теорий гравитации на относительное запаз-
дывание сигналов. Применив общую формулу 

(2) к решению Керра и разложив ቀଶ௚೟ದ௚೟೟ ቁ в веду-

щем порядке по ܽ и в поправках по (ݎ/ܯ), по-
лучено [2]: |݀ݐ| = |݀ϕ| ቀଵ௖ቁ ቂସ௔ெ௥ λଵ + ଶ௔ெమ௥మ λଶ + ଼௔ெయ௥య λଷቃ,   (5) 

где λଵ, λଶ, λଷ – это коэффициенты, содержащие 
свободные параметры решений модифициро-
ванных теорий гравитаций. 

Общее относительное запаздывание сигна-
лов составляет Δݐ = ቀଵ௖ቁ ׬ ݀ϕ஠଴ ቂସ௔ெ௥ λଵ + ଶ௔ெమ௥మ λଶ + ଼௔ெయ௥య λଷቃ. (6) 

Вычисление интеграла необходимо для 
определения положения вращающейся линзы в 
начале полярной системы координат на эквато-
риальной плоскости (θ = π/2). Далее необхо-
димо получить явные выражения для ݐ߂ଵ, ݐ߂ଶ и ݐ߂ଷ в приближении тонкой линзы на конечном 
расстоянии. 

 
Относительное запаздывание сигналов в 

C-метрике. В работе рассматривается незаря-
женная C-метрика с нулевой космологической 
константой, которая представляет собой обоб-
щенную систему из двух черных дыр Керра, 
движущихся в противоположных направлениях 
с ускорением. C-метрика в координатах Бойе-
ра–Линдквиста имеет вид [7]: ݀τଶ = ݃௧௧݀ݐଶ + 2݃௧஦݀݀ݐϕ − ݃௥௥݀ݎଶ – −݃ఏఏ݀θଶ − ݃థథ݀ϕଶ,                             (7) 

где компоненты метрики равны ݃௧௧ = 1
Ω
∙ 1Σ (ܳ − ܽଶܲ sinଶ θ), ݃௧஦ = 1

Ω
∙ 2ܽ sinଶ θΣ ൫ܳ − ଶݎ)ܲ + ܽଶ)൯, ݃஦஦ = 1

Ω
∙ sinଶ θߑ ଶݎ)ܲ) + ܽଶ)ଶ − ܽଶܳ sinଶ θ), ݃௥௥ = 1

Ω
∙ Σܳ , ݃஘஘ = 1

Ω
∙ Σܲ, 

с функциями, имеющими вид: 
Ω = 1 − αݎ cos θ , Σ = ଶݎ + ܽଶ cosଶ θ, ܲ = 1 − 2αܯ cos θ + ܽଶαଶ cosଶ θ, ܳ = Δ(1 − αଶݎଶ),Δ = ଶݎ − ݎܯ2 + ܽଶ.     (8) 

Здесь ܯ и ܽ – масса и угловой момент враще-
ния пары черных дыр соответственно, α – сво-
бодный параметр, обозначающий ускорение. 

Вращающаяся C-метрика имеет три гори-
зонта. Внутренний (Коши) и внешний (собы-
тия) горизонты определяются с использованием 
метрической компоненты ܳ в уравнениях (7)–
(8), которые заданы в следующем виде [8]: ݎ௜ = ܯ − ଶܯ√ − ܽଶ, ݎ௛ = ܯ + ଶܯ√ − ܽଶ. 

Третий горизонт, называемый горизонтом 
ускорения, образуется в результате эффекта ус-
корения и определяется как ݎఈ = αିଵ. 

При этом расположение горизонтов связа-
но соотношением ݎ௜ ≤ ௛ݎ ≤  ஑, а наблюдаемаяݎ
область пространства-времени определена в 
диапазоне ݎ௛ < ݎ < -஑. Эти три горизонта предݎ
ставляют собой два типа экстремальных черных 
дыр. Во-первых, когда внутренний и внешний 
горизонты совпадают, образуется экстремаль-
ная черная дыра типа Керра. Во-вторых, при 
совпадении внешнего и ускоряющего горизон-
тов образуется экстремальная черная дыра типа 
Нариай. Кроме того, горизонт ускорения играет 
роль космологического горизонта, даже если 
космологическая постоянная равна нулю [8]. 

Применив алгоритм, описанный в форму-
лах (1)–(6) к С-метрике, получим: Δݐ = ቀଵ௖ቁ ׬ ݀ϕ஠଴ ቂ2ܽ + ଶ௔ெమ఑మ௥మ + ସ௔ெ఑మ௥యቃ  ≡ ଵ௖ ଵܫ) + ଶܫ + (ଷܫ = Δݐଵ + Δݐଶ + Δݐଷ,     (9) 

где ߢ =  .содержит параметр ускорения α ܯߙ
Из уравнения (9) видно, что относительное за-
паздывание сигналов в ведущем порядке зави-
сит только от углового момента пары черных 
дыр, и не зависит от других характеристик, в 
отличие от ранее исследованных решений  
[2–5]. Влияние массы и свободного параметра 
C-метрики появляется в поправочных членах. 
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Т а б л и ц а  1 
 

В таблице приведены численные оценки компонент ∆ݐଵ, ∆ݐଶ и ∆ݐଷ  
для двойной системы пульсар – Лебедь X-1 в C-метрике 

ߢ  =  ଷ, сݐ∆ ଶ, сݐ∆ ଵ, сݐ∆ ܯߙ
–1 8.7·10–4 0.2·10–12 1.2·10–17 

–0.8 8.7·10–4 0.4·10–12 1.8·10–17 
–0.6 8.7·10–4 0.7·10–12 3.3·10–17 
–0.4 8.7·10–4 1.7·10–12 7.5·10–17 
–0.2 8.7·10–4 7.0·10–12 30.9·10–17 

0 8.7·10–4 расходится расходится 
0.2 8.7·10–4 7.0·10–12 30.9·10–17 
0.4 8.7·10–4 1.7·10–12 7.5·10–17 
0.6 8.7·10–4 0.7·10–12 3.3·10–17 
0.8 8.7·10–4 0.4·10–12 1.8·10–17 
1 8.7·10–4 0.2·10–12 1.2·10–17 

 
Интегрируя по секторам выражение (9) для 

четырех прямых (рис. 4), получим компоненты 
относительного запаздывания сигналов: ∆ݐଵ = ூభ௖ =  

ସ௔஠௖ ଶݐ∆ (10)          , = ூమ௖ = ௔ெమ఑మ௖஧మௗೀಽమ ஻ ሾܤπ − χܣ + ሼܣ + ሾܤ + +(ܽଶ + 2ܾܽ + 2ܾଶ)݀ை௅ଶ ሿπሽχଶሿ,   (11) ∆ݐଷ = ூయ௖ =  
଼௔ெయ఑మ௖ௗೀಽమ ቂ4 + ସௗೀಽయ௕య + ସௗೀಽయிయ − ସ஧య + ஼௕మ஧ + + ஼ிమ஧ + ஽௕మ஧ + ஽ி஧మቃ,    (12) 

где ܣ = 2ܾ݀ை௅(ܽ + ܾ)(ܽ + ܤ ,(2ܾ = ܾଶ(ܽ + ܾ)ଶ, ܥ = 3݀ை௅ଶ (χ − ܦ ,(1 = 3݀ை௅(1 + χଶ), ܨ = ܽ + ܾ.    (13) 
Здесь a – угловой момент, M – масса, b – при-
цельный параметр, ݀ை௅ – расстояние между на-
блюдателем и парой черных дыр, χ = ݀௅ௌ/݀ை௅ – 
коэффициент, определяющий соотношение ме-
жду двумя расстояниями, где ݀௅ௌ – расстояние 
между парой черных дыр и источником сигна-
лов. Оба расстояния, масса и прицельный пара-
метр – потенциально наблюдаемые характери-
стики, а угловые моменты черных дыр оцени-
ваются в литературе по косвенным данным. 
Оценим численные значения относительного 
запаздывания сигналов для реалистичной лин-
зирующей системы пульсар – черная дыра Ле-
бедь X-1, подставив значения параметров в по-
лученные выше уравнения. 
 

Оценка численных значений и выводы. 
Рассмотрим реалистичный пример двойной 

системы пульсар – Лебедь Х-1. Значения пара-
метров черной дыры a, M и ݀ை௅ взяты из [9].  
С-метрика интерпретируется как пара черных 
дыр, между которыми есть так называемая 
«распорка». За счет «распорки» черные дыры 
удаляются друг от друга с ускорением, которое 
характеризуется параметром α. За M примем 
центр масс черных дыр, за a – общий угловой 
момент пары черных дыр. Естественно предпо-
ложить, что направления вращения обеих чер-
ных дыр совпадают. Чтобы черные дыры дейст-
вовали как одна линза, необходимо, чтобы они 
располагались достаточно близко друг к другу. 
Расстояние между линзой и источником сигна-
лов ݀௅ௌ было принято на порядок меньше, чем 
расстояние между линзой и наблюдателем ݀ை௅ 
через соотношение ݀௅ௌ = χ݀ை௅, где χ	 = 	0.1. 
Этот выбор мотивирован практическими сооб-
ражениями, когда ожидается, что пульсар будет 
вращаться вокруг линзы на порядок ближе, чем 
расстояние ݀ை௅. 

Полученные численные оценки показыва-
ют, что величина относительного запаздывания 
сигналов в первом порядке измерима при воз-
можностях современной техники. Точность из-
мерения промежутков времени в двойных сис-
темах составляет порядка микросекунд [10]. 
Учитывая, что все изученные ранее решения 
объектов с помощью относительного запазды-
вания имели влияние массы, то численные зна-
чения запаздывания в С-метрике существенно 
отличаются. Поэтому черные дыры, описывае-
мые С-метрикой, можно отличить от черных 
дыр, описываемых ранее изученными реше-
ниями, с помощью потенциальных наблюдае-
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мых данных относительного запаздывания. Од-
нако существование «распорки» сомнительно  
с точки зрения физики, поэтому даже при изме-
римости относительного запаздывания иссле-
дование представляет скорее академический 
интерес. Поправки, содержащие влияние пара-
метра ускорения, слишком малы, чтобы учесть 
их влияние. 
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The paper studies a potentially observable effect – relative time delay– on the background of the rotating ac-
celerating black holes, called the C-metric. The C-metric proposed by Griffiths and Podolsky is an exact solution 
to Einstein's equations. The metric is characterized by mass, angular momentum and acceleration parameter, and 
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is reduced to Kerr's solution when the acceleration parameter is zero. Relative time delay occurs if two light 
beams come from a variable source located behind a rotating gravitational lens. Passing on opposite sides of the 
lens, the rays arrive at the observer with a time difference. The time difference arises due to the frame dragging 
effect. Black holes described by the C-metric have the angular momentum which is necessary to occur the relative 
time delay. To calculate the relative delay of signals, the Dymnikova method was used. The expression for the 
relative delay was expanded into a series to determine the influence of the acceleration parameter of the C-metric. 
It was found that the relative time delay in the leading order for the C-metric does not depend on the mass of black 
holes and the acceleration parameter, but depends only on the angular momentum. In the corrections, the relative 
time delay for the C-metric differs from the corrections to the delay in the Kerr solution by the influence of the 
free parameter of the C-metric. 

To estimate the influence of the acceleration parameter on the relative time delay, numerical delay values 
were obtained for a range of accelerations. Numerical values were calculated by substituting observed data from 
realistic pulsar–black hole configurations into the expression for the relative signal delay. The obtained numerical 
estimates show that the magnitude of the relative time delay in the first order is measurable with the capabilities of 
modern technology. Considering that all previously studied solutions of objects using relative delay had the influ-
ence of mass, the numerical values of the delay in the C-metric are significantly different. Therefore, black holes 
described by the C-metric can be distinguished from previously studied black hole solutions using potential ob-
servations of relative time delay. However, the corrections containing the influence of the acceleration parameter 
are too small to take their influence into account. 

Keywords: Relative time delay, accelerating blackholes, C-metric. 


