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Отклонение света под действием силы тяжести было предсказано общей теорией относительности и 

впервые подтверждено наблюдениями в 1919 г. В последующие десятилетия были теоретически исследо-
ваны различные аспекты эффекта гравитационных линз, в том числе возможность получения множествен-
ных или кольцеобразных изображений фоновых источников, использование линзирования в качестве гра-
витационного телескопа на очень слабых и удаленных объектах, а также возможность определения посто-
янной Хаббла с помощью линзирования. Гравитационное линзирование представляет собой притяжение 
света гравитацией, вызванной действием компактных астрофизических объектов. В качестве гравитаци-
онной линзы могут выступать различные объекты, такие как галактика, звезды, черные дыры, кротовые 
норы и другие. В нашем исследовании в качестве гравитационной линзы мы выбрали черные дыры, опи-
сываемые решениями Гиббонса–Маеды–Гарфинкла–Горовица–Стромингера (ГМГГС) в картине струн. 
Два решения в картине струн представляют собой магнитно и электрически заряженные черные дыры с 
горизонтом событий. В работе будет исследовано влияние электрического и магнитного зарядов на угол 
отклонения света. 
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Введение. Гравитационное линзирование, 

на сегодняшний день, занимает центральную 
роль в наблюдательной астрономии и имеет ряд 
важных приложений, связанных с общей теори-
ей относительности и альтернативными теория-
ми гравитации [1–3]. В теоретических исследо-
ваниях, как правило, рассматривалось линзиро-
вание черными дырами в контексте общей тео-
рии относительности, теории струн и теории 
«мира на бране». В частности, открытие того, 
что в центре большинства галактик, в том числе 
и нашей, находятся сверхмассивные черные ды-
ры [4], перенесло вопрос о линзировании в силь-
ных гравитационных полях с большими углами 
искривления ближе к практической астрофизике. 
Если луч света проходит достаточно близко к 
черной дыре, тогда угол искривления может да-
же стать сколь угодно большим, что соответст-
вует случаю, когда световой луч делает произ-
вольное количество оборотов вокруг черной ды-
ры. Большие углы искривления могут также воз-
никать при линзировании кротовыми норами [5].  
 

 
 
 
 
 
 

Последний случай более экзотичен, чем черные 
дыры, в том смысле, что до сих пор нет четких 
доказательств существования кротовых нор, но 
тем не менее, они рассматриваются многими ав-
торами как гипотетические гравитационные лин-
зы. Этот феномен также может быть использо-
ван для проверки других моделей.  

Существует три класса гравитационных 
линз: 

1. Сильное гравитационное линзирование, 
вызывающее легко различимые искажения, та-
кие как эйнштейновское кольцо, дуги и раз-
множенные изображения. 

2. Слабое гравитационное линзирование, 
вызывающее лишь малые искажения в изобра-
жении объекта, который находится позади лин-
зы (далее – объект фона). Эти искажения могут 
быть зафиксированы только после статистиче-
ского анализа большого количества объектов 
фона, что позволяет найти согласованное иска-
жение их изображений. Линзирование проявля-
ется в небольшом растяжении изображения  
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перпендикулярно направлению к центру линзы. 
Изучая форму и ориентацию большого количе-
ства отдаленных галактик фона, мы получаем 
возможность измерить линзирующее поле в 
любой области. Эти данные, в свою очередь, 
могут быть использованы, чтобы восстановить 
распределение масс в данной области простран-
ства, в частности, этим методом можно иссле-
довать распределение темной материи. По-
скольку галактики сами по себе обладают эл-
липтической формой и искажения от слабого 
линзирования малы, для использования этого 
метода необходимо наблюдение большого чис-
ла галактик фона. Такого рода обзоры должны 
тщательно учитывать многие источники систе-
матической погрешности: собственную форму 
галактик, пространственную функцию отклика 
светочувствительной матрицы, атмосферные 
искажения и т. д. Результаты этих исследований 
важны для оценки космологических парамет-
ров, для лучшего понимания и развития модели 
Лямбда-CDM, а также для того, чтобы обеспе-
чить проверку непротиворечивости с другими 
космологическими наблюдениями. 

3. Микролинзирование не вызывает ника-
кого наблюдаемого искажения формы, но коли-
чество света, принимаемое наблюдателем от 
объекта фона, временно увеличивается. Линзи-
рующим объектом могут быть звезды Млечного 
пути и их планеты, а источником света – звезды 
отдаленных галактик или квазары, находящиеся 
на еще более далеком расстоянии. В отличие от 
первых двух случаев, изменение наблюдаемой 
картины при микролинзировании происходит за 
характерное время от секунд до сотен дней. 
Микролинзирование позволяет оценить количе-
ство слабосветящихся объектов с массами по-
рядка звездных (например, белых карликов) в 
Галактике, которые могут вносить некоторый 
вклад в барионную компоненту темной мате-
рии. Кроме того, микролинзирование является 
одним из методов поиска экзопланет. 

Теория струн является многообещающим 
кандидатом в последовательную квантовую 
теорию гравитации, и, следовательно, исследо-
вание характеристик черных дыр в теории 
струн представляют большой интерес. Предска-
зания теории струн отличаются от предсказаний 
общей теории относительности, и одной из 
причин этого различия является наличие ска-
лярного поля, называемого дилатонным полем, 
которое может изменять свойства геометрии 
черных дыр [6]. Метрики сферически-симме-

тричных статических заряженных черных дыр в 
низкоэнергетическом пределе гетеротической 
теории струн в четырехмерном пространстве-
времени были найдены Гиббонсом и Маедой [7] 
и независимо от них Гарфинклом, Горовицом и 
Стромингером [8]. Пространство-время черных 
дыр ГМГГС может быть описано либо в карти-
не Эйнштейна, либо в конформно связанной 
картине струн. В картине Эйнштейна действие 
имеет вид действия Эйнштейна–Гильберта, в то 
время как действие в картине струн непосред-
ственно связано с метрикой в виде ݁ଶம݃ஜఔ, где ϕ – дилатонное поле, а ݃ஜఔ – метрика в картине 
Эйнштейна. Хотя решения в двух картинах свя-
заны конформным преобразованием, так что 
они математически изоморфны друг другу, су-
ществуют различия в некоторых физических 
свойствах решений черных дыр в этих двух 
системах отсчета [9]. Поскольку гравитацион-
ное линзирование метрики ГМГГС в картине 
Эйнштейна было исследовано [10], мы будем 
рассматривать решения только в картине струн. 

 
Метрика Гиббонса–Маеды–Гарфинкла–

Горовица–Стромингера. Эффективное дейст-
вие метрики ГМГГС в картине струн имеет вид: ௌܵி = ∫ ݀ସݔඥ− ෤݃݁ିଶம[ܴ(௚෤) − – 4(∇ϕ)ଶ −  ஜఔ],                       (1)ܨஜఔܨ
где ܴ(௚෤) – скалярная кривизна (или скаляр Рич-
чи), связанная с метрикой ෤݃ஜఔ и ܨஜఔ – электро-
магнитное поле Максвелла. Линейный элемент, 
представляющий четырехмерную магнитно за-
ряженную черную дыру ГМГГС в картине 
струн, определяется в виде ݀τ୑ୟ୥,ୗ୊ ଶ = − ቀ1 − ଶெ௥ ቁ ቀ1 − ொమெ௥ቁିଵ ଶݐ݀ +  + ቂቀ1 − ଶெ௥ ቁ ቀ1 − ொమெ௥ቁቃିଵ ଶݎ݀ +  ଶ݀Ωଶ,   (2)ݎ

где ܯ – асимптотическая масса черной дыры, ܳ – магнитный заряд и единичная сфера ݀Ωଶ = ݀θଶ + -ଶθ݀φଶ. Дилатонный заряд за݊݅ݏ
ряженной черной дыры (2) определяется в виде ܦ = − ொమଶெ,                             (3) 

где ܦ не является новым свободным парамет-
ром в метрике (2), поскольку после фиксиро-
вания асимптотического значения дилатонно-
го поля ϕ оно определяется через ܯ и ܳ и 
принимает только отрицательные значения. 
Дилатонный заряд отвечает за силу притяже-
ния на больших расстояниях между черными 
дырами. 
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Метрика (2) описывает регулярную черную 
дыру при ܳଶ < ݎୣ ଶс горизонтом событий приܯ2 ୦ = ݎ Скаляр Кречмана расходится при .ܯ2 = ܳଶ/ܯ, поэтому эта поверхность является 
сингулярной. Однако, для картины струн утвер-
ждение, что горизонт сингулярен при ܳଶ  =  ଶܯ2 
ничего не значит, так как струны связаны не с 
метрикой ݃ஜఔ, а с ݁ଶம݃ஜఔ. Однако в частном слу-
чае при ܳଶ  = ଶ метрика (2) переходит в ݀߬୛ୌ,ୗ୊ ଶܯ2  = ଶݐ݀− + (1 − ଶݎଶ݀ି(ݎ/ܯ2 +  ଶ. (4)ߗଶ݀ݎ

Решение электрически заряженного про-
странства-времени ГМГГС в картине струн по-
лучено путем преобразований ܨതஜఔ = ଵଶ ݁ିଶம߳ஜఔ ஛஡ܨ஛஡ и ϕ → −ϕ 

и задается в виде ݀τ୉,ୗ୊ଶ = − ቆ1 +  ܳଶ − ݎܯଶܯ2 ቇ ቆ1 +  ܳଶݎܯቇିଶ + ଶݎ݀ ቀ1 +  ொమିଶெమெ௥ ቁିଵ + ଶݎ݀  ଶ݀Ωଶ.     (5)ݎ 
Это решение описывает регулярную чер-

ную дыру при ܳଶ <  ଶс горизонтом событийܯ2
при ୣݎ ୦ = ܯ2 − ܳଶ/ܯ. В предельном случае 
(ܳଶ = ଶ) решение (5) сводится к метрике ݀߬୒ୗ,ୗ୊ ଶܯ2 = −(1 +  2М/ݎ)ିଶ݀ݐଶ + ଶݎ݀ +  ଶ, (6)ߗଶ݀ݎ

которая описывает сингулярность при ݎ = 0, 
так как скаляр Кретчмана в этой точке расхо-
дится. Так как эта расходимость не покрыта го-
ризонтом событий, метрика (6) описывает го-
лую сингулярность с радиусом сингулярности в ݎୱ୧୬୥ = 0. 
 

Гравитационное линзирование магнитно 
заряженными черными дырами. Для исследо-
вания угла отклонения света в слабом гравита-
ционном линзировании будем использовать ме-
тод предложенный Китоном и Петтерсом [11]. 
Метод будет адаптирован для исследования лин-
зирования черными дырами в картине струн.  
В данном методе поправки в пределе слабого 
поля можно разложить в ряд Тейлора по одному 
параметру, а именно гравитационному радиусу 
объекта-линзы. Согласно методу Китона–
Петтерса общий вид метрики задается в виде: ݀ݏଶ = (ݎ)ܣ− ଶݐ݀ + ଶݎ݀(ݎ)ܤ + ଶݎ ݀φଶ.     (7) 

Метрические функции (ݎ)ܣ и (ݎ)ܤ могут 
быть разложены в ряд Тейлора по 

஦஼మ в виде (ݎ)ܣ = 1 + 2ܽଵ ቀ φCଶቁ + 2ܽଶ ቀ φCଶቁଶ + +2ܽଷ ቀ ஦େమቁଷ + ⋯,                       (8) 

(ݎ)ܤ = 1 + 2ܾଵ ቀ φܥଶቁ + 2ܾଶ ቀ φܥଶቁଶ + +2ܾଷ ቀ ஦஼మቁଷ + ⋯,                         (9) 

где φ – трехмерный ньютоновский потенциал ஦஼మ = − ெ௥ . 

Угол отклонения может быть представлен 
в виде ряда Тейлора по 

௠•௕  

ἂ(ܾ) = ଵܣ  ቀ௠•௕ ቁ + ଶܣ  ቀ௠•௕ ቁଶ ଷܣ+  + ቀ௠•௕ ቁଷ + ܱ ቀ௠•௕ ቁସ
,             (10) 

где константы ܣଵ, ܣଶ и ܣଷ находятся из соот-
ношений: ܣଵ = 2(ܽଵ + ܾଵ),                       (11) ܣଶ = (2ܽଵଶ − ܽଶ + ܽଵܾଵ − ௕భమସ + ܾଶ)π,      (12) ܣଷ = 23 [35ܽଵଷ + 15ܽଵଶܾଵ + 6ܽଷ + ܾଵଷ − 6ܽଶܾଵ −3ܽଵ(10ܽଶ + ܾଵଶ − 4ܾଶ) − 4ܾଵܾଶ + 8ܾଷ]. (13) 

Сопоставив уравнения (2) и (7) получим 
метрические функции магнитно заряженной 
черной дыры ГМГГС в картине струн в виде (ݎ)ܣ = ቀ1 − ଶெ௥ ቁ ቀ1 − ொమெ௥ቁିଵ

(ݎ)ܤ (14)         , = ቂቀ1 − ଶெ௥ ቁ ቀ1 − ொమெ௥ቁቃିଵ
.      (15) 

Далее разложим метрические функции (14) 
и (15) в ряд Тейлора по ϕ/ܿଶ =  до ݎ/•ܯ−
третьего порядка (ݎ)ܣ = 1 + 2 ቀ1 − ொమଶெమቁ ቀ ஦௖మቁ − ଶொమெమ ×  × ቀ1 − ொమଶெమቁ ቀ ஦௖మቁଶ + ଶொరெర ቀ1 − ொమଶெమቁ ×  × ቀ ஦௖మቁଷ + ܱ ቀ ஦௖మቁସ

(ݎ)ܤ (16)                                  , = 1 − 2 ቀ1 + ொమଶெమቁ ቀ ஦௖మቁ +  

 +4 ቀ1 + ொమଶெమ + ொరସெరቁ ቀ ஦௖మቁଶ
 – −8 ቀ1 + ொమଶெమ + ொరସெర + ொల଼ெలቁ ቀ ஦௖మቁଷ + ܱ ቀ ஦௖మቁସ

, (17) 

После разложения можно найти коэффи-
циенты пост-пост-ньютоновского разложения, 
сопоставив уравнения (8) и (9) с уравнениями 
(16) и (17) ܽଵ = 1 − ொమଶெమ, ܽଶ = ொమெమ ቀ1 − ொమଶெమቁ, ܽଷ = ொరெర ቀ1 − ொమଶெమቁ,                      (18) ܾଵ = 1 + ொమଶெమ, ܾଶ = 1 + ொమଶெమ + ொరସெర, ܾଷ = 1 + ொమଶெమ + ொరସெర + ொల଼ெల.            (19) 

Подставив коэффициенты (18)–(19) в 
уравнения (11)–(13), можно найти коэффициен-
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ты первого, второго и третьего порядка угла 
отклонения: ܣଵ = ଶܣ (20)                            ,4 = ଵହగସ ቀ1 − ଵଵଵହ ொమெమ + ଵସ ொరெరቁ,             (21) ܣଷ = ଵଶ଼ଷ ቀ1 − ଷଶ ொమெమ + ଵହଵ଺ ொరெర − ଷଵ଺ ொలெలቁ.    (22) 

Таким образом, угол отклонения магнитно 
заряженной черной дырой ГМГГС в слабом 
гравитационном поле до третьего порядка зада-
ется в виде ߙො(ܾ) = ସெ•௕ + ଵହ஠ସ ቀ1 − ଵଵଵହ ொమெమ + ଵସ ொరெరቁ ቀெ•௕ ቁଶ

 + + ଵଶ଼ଷ ቀ1 − ଷଶ ொమெమ + ଵହଵ଺ ொరெర − ଷଵ଺ ொలெలቁ ቀெ•௕ ቁଷ +  +ܱ ቀெ•௕ ቁସ
.                                                   (23) 

Подставив ܳ = 0 уравнения (23) сводится 
к углу отклонения черной дыры Шварцшильда. 
Из уравнения (23) видно, что магнитный заряд 
не влияет на первый порядок угла отклонения и 
равен углу отклонения Шварцшильда. 

На рис. 1, а изображен график зависимости 
коэффициента ܣଶ от безразмерного параметра ܳ/ܯ. Из рисунка видно, что ܣଶ с увеличением 
заряда ܳ уменьшается до минимального значе-

ния 
ଶ଺గଵହ  в точке ܳ = ටଶଶଵହ  После этой точки .ܯ

коэффициент ܣଶ возрастает с увеличением ܳ. 
На рис. 1, б изображен график зависимости 

коэффициента ܣଷ от безразмерного параметра ܳ/ܯ. Из рисунка видно, что коэффициент ܣଷ 
уменьшается с увеличением ܳ, когда заряд оп-
ределен в промежутках ܳ ∈ (0, ଶ√ଷ ,ܯU(√2(ܯ +∞). Однако в промежут-

ке ܳ ∈ ( ଶ√ଷ ,ܯ -ଷ увеличиваܣ коэффициент (ܯ2√

ется с увеличением ܳ. Однако поправка третье-
го порядка сводится к нулю при 

ܳ = ටହା(ଵ଻ିଵଶ√ଶ)భ/యା(ଵ଻ାଵଶ√ଶ)భ/యଷ ܯ ≈  .ܯ1.69

Следовательно, в промежутке  ܳ ∈ ( ଶ√ଷ ,ܯ ටଶଶଵହ  угол отклонения будет иметь (ܯ

наибольший прирост с увеличением ܳ. 
 
Гравитационное линзирование электри-

чески заряженными черными дырами. Со-
поставив уравнения (5) и (7), получим метриче-
ские функции электрически заряженной черной 
дыры ГМГГС в картине струн в виде (ݎ)ܣ = ቀ1 +  ொమିଶெమெ௥ ቁ ቀ1 +  ொమெ௥ቁିଶ

(ݎ)ܤ (24)      , = ቀ1 +  ொమିଶெమெ௥ ቁିଵ
.                (25) 

Далее разложим метрические функции (24) 
и (25) в ряд Тейлора по ϕ/ܿଶ =  до ݎ/•ܯ−
третьего порядка (ݎ)ܣ = 1 + 2 ቀ1 − ொమଶெమቁ ቀ ஦௖మቁ − ଶொమெమ ቀ1 − ொమଶெమቁ ቀ ஦௖మቁଶ

+ + ଶொరெర ቀ1 − ொమଶெమቁ ቀ ஦௖మቁଷ + ܱ ቀ ஦௖మቁସ
(ݎ)ܤ (26)           , = 1 − 2 ቀ1 + ொమଶெమቁ ቀ ஦௖మቁ +  +4 ቀ1 + ொమଶெమ + ொరସெరቁ ቀ ஦௖మቁଶ

 – −8 ቀ1 + ொమଶெమ + ொరସெర + ொల଼ெలቁ ቀ ஦௖మቁଷ + ܱ ቀ ஦௖మቁସ
. (27) 

После разложения можно найти пост-пост-
ньютоновские коэффициенты, сопоставив урав-
нения (8) и (9) с уравнениями (26) и (27): ܽଵ = 1 + ொమଶெమ, ܽଶ = ଶொమெమ ቀ1 + ொమସெమቁ, 

 ܽଷ = ଷொరெర ቀ1 + ொమ଺ெమቁ,                       (28) ܾଵ = 1 − ொమଶெమ, ܾଶ = 1 − ொమெమ + ொరସெర, ܾଷ = 1 − ଷொమଶெమ + ଷொరସெర − ொల଼ெల.            (29) 

 

а                                                                                                     б 
 

Рис. 1. График зависимости коэффициентов ܣଶ и ܣଷ от  ொெ 
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а                                                                                                     б 
Рис. 2. График зависимости коэффициента ܣଶ и ܣଷ от ܳ/ܯ 
 

Подставив коэффициенты (28)–(29) в 
уравнения (11)–(13) можно найти коэффициен-
ты первого, второго и третьего порядка угла 
отклонения: ܣଵ = ଶܣ (30)                             ,4 = ଵହగସ ቀ1 − ଵହ ொమெమ − ଵ଺଴ ொరெరቁ,            (31) ܣଷ = ଵଶ଼ଷ − 16 ொమெమ.                   (32) 

Таким образом, угол отклонения магнитно 
заряженной черной дырой ГМГГС в слабом 
гравитационном поле до третьего порядка зада-
ется в виде ߙො(ܾ) = ସெ•௕ + ଵହగସ ቀ1 − ଵହ ொమெమ − ଵ଺଴ ொరெరቁ ቀெ•௕ ቁଶ +  + ቀଵଶ଼ଷ − 16 ொమெమቁ ቀெ•௕ ቁଷ + ܱ ቀெ•௕ ቁସ

.       (33) 

Отметим, что при ܳ = 0 это уравнение 
сводится к выражению для угла отклонения 
черной дыры Шварцшильда. Из уравнения (33) 
видно, что электрический заряд не влияет на 
первый порядок угла отклонения и равен углу 
отклонения Шварцшильда. 

На рис. 2, а изображен график зависимости 
коэффициента ܣଶ от безразмерного параметра ܳ/ܯ. Из рисунка видно, что коэффициент ܣଶ 
монотонно уменьшается с увеличением заряда ܳ. Отметим, что в точке ܳ = ට2(−3 + ܯ(6√2 ≈   ܯ1.94

коэффициент ܣଶ = 0 и, следовательно, поправки 
второго порядка к углу отклонения не будет. Ин-
тересным отличием от магнитного заряда являет-
ся то, что в случае электрического заряда коэф-
фициент ܣଶ → −∞ при ܳ → ∞, а в случае магнит-
ного заряда коэффициент ܣଶ → +∞ при ܳ → ∞. 

На рис. 2, б изображен график зависимости 
коэффициента ܣଷ от безразмерного параметра ܳ/ܯ. Из рисунка видно, что коэффициент ܣଷ 

так же монотонно уменьшается с увеличением ܳ. Возможен случай, когда поправки третьего 
порядка не будет, т.е. ܣଷ = 0 в точке ܳ = 2ටଶଷ ܯ ≈  .ܯ1.63

Таким образом, случай незаряженной чер-
ной дыры, т.е. ܳ = 0, соответствует наибольшей 
положительной поправке второго и третьего по-
рядка угла отклонения к первому. Отметим так 
же, что с увеличением электрического заряда ܳ, 
и третий (в точке ܳ ≈ ܳ и второй (в точке (ܯ1.63 ≈ -порядок постепенно становятся от (ܯ1.94
рицательными поправками к углу отклонения». 

 
Заключение. В работе был получен угол 

отклонения двух заряженных черных дыр 
ГМГГС в картине струн. Показано, что заряд 
черных дыр не влияет на угол отклонения в 
первом порядке. Однако поправка второго 
порядка магнитно заряженных черных дыр 
увеличивается с увеличением магнитного за-
ряда, в то время как уменьшается в случае 
электрически заряженной черной дыры. По-
скольку заряд появляется в первом порядке 
пост-пост-ньютоновского разложения, как это 
показано в уравнениях (16), (17), (26) и (27), 
заряженным черным дырам свойственны не-
большие и близко расположенные мнимые 
изображения источника света. В работе [12] 
было показано, что свойства аккреционного 
диска черных дыр ГМГГС в предельных слу-
чаях зарядов ܳଶ  = -ଶ (случай кротовой ноܯ2 
ры для магнитно заряженного решения и го-
лой сингулярности для электрически заря-
женного решения) имеют существенные от-
личия, в то время как не проявляются в случае 
слабого гравитационного линзирования, как 
было показано в нашей работе. 
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WEAK GRAVITATIONAL LENSING BY CHARGED BLACK HOLES 

© R.N. Izmailov, R.Kh. Karimov, E.O. Minakhmetova 

Bashkir State Pedagogical University n.a. M. Akmulla, 
3-a Oktyabrskoj revoljucii st., Ufa, Russian Federation 

The deflection of light due to gravity was predicted by general relativity and first confirmed by observations 
in 1919. In the following decades, various aspects of the gravitational lensing effect were theoretically explored, 
including the possibility of obtaining multiple or annular images of background sources, the use of lensing as a 
gravitational telescope on very faint and distant objects, and the possibility of determining the Hubble constant 
using lensing. Gravitational lensing is the deflection of light by gravity caused by the action of compact astrophys-
ical objects. Various objects, such as a galaxy, stars, black holes, wormholes, and others, can act as a gravitational 
lens. In our study, as a gravitational lens, we chose black holes described by the Gibbons-Maeda-Garfinkle-
Horowitz-Strominger solutions in the string frame. The two solutions in the string frame are magnetically and 
electrically charged black holes with an event horizon. The work will investigate the effect of electric and magnet-
ic charges on the angle of deflection of light. 

Keywords: gravitational lensing, black holes, string theory, dilaton charge. 




