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ВЗАИМОСВЯЗЬ НЕЛИНЕЙНЫХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ОБРАЗОВАНИЯ  
ГЛИНИСТОЙ КОРКИ В РАДИАЛЬНОЙ И ЛИНЕЙНОЙ ГЕОМЕТРИИ 

 
© А.И. Филиппов, М.А. Зеленова 

 
Предложена квазистационарная модель формирования глинистой корки при бурении скважин в ин-

тервалах глубин с проницаемыми горными породами, на основе которой установлены физические пара-
метры сред, пласта и скважины, определяющие зависимость ее радиальных размеров от времени. Предпо-
лагается, что фильтрационные поля давления описываются стационарными уравнениями пьезопроводно-
сти. Зависимость давления, толщины глинистой корки, радиуса зоны возмущений давления в проницае-
мой породе в процессе бурения и других параметров от времени является параметрической. Такая зависи-
мость возникает из дополнительного уравнения, которое связывает количество поглощенной пластом 
жидкости и скорость фильтрации на входе в пористую среду. Общая постановка задачи, включающая ста-
ционарные уравнения пьезопроводности для глинистой корки и пласта, граничные условия и дополни-
тельное уравнение, является нелинейной, поскольку границы зоны возмущений в пласте и глинистой кор-
ки являются подвижными. Построено аналитическое решение задачи, на основе которого выполнены ис-
следования по влиянию физических параметров среды, скважины и т.п. на процесс формирования глини-
стой корки в реальных условиях. 

Найдены интегралы движения нелинейной задачи, представляющие инвариантные комплексы пара-
метров, которые не изменяются в процессе формирования глинистой корки. Наличие таких интегралов 
позволило установить взаимосвязь решений задач, представленных в радиальной и линейной геометриях. 

Показано, что в частном случае тонкой глинистой корки полученные выражения для радиальной 
геометрии совпадают с известными, когда геометрический фактор фильтрата бурового раствора соответ-
ствует плоскому течению. Выявлены новые возможности оценки физических параметров коллекторов на 
основе кавернометрии. Решение этой задачи особенно важно для горизонтальных скважин, в которых ин-
тервалы глинистой корки имеют значительную протяженность, а ее формирование происходит в условиях 
широкого диапазона коллекторских свойств пласта. Рассмотренная задача представляет практическую 
значимость, поскольку зона проникновения фильтрата бурового раствора в пласт оказывает экранирую-
щее влияние на использование геофизических методов для определения насыщения пластов. Полученные 
решения могут быть использованы как для совершенствования интерпретации геофизических методов, 
так и развития технологии бурения. 

Ключевые слова: нелинейная задача, глинистая корка, фильтрация, зона проникновения. 
 
В процессе образования глинистой корки 

на стенке скважины в процессе бурения, за счет 
осаждения из глинистого бурового раствора и 
обломков разрушенных горных пород, проис-
ходит уменьшение скорости фильтрата бурово-
го раствора в коллекторе и замедление темпов 
нарастания радиуса зоны возмущений. Форми-
рование зоны проникновения приводит к изме-
нению насыщенности вскрываемого пласта-
коллектора и других физических свойства  
 

 
 
 
 
 
 

проницаемых пород в призабойной зоне. Это 
является основным препятствием для определе-
ния нефте- и газонасыщенности вскрываемых 
пластов геофизическими методами [1]. С дру-
гой стороны, наличие глинистой корки и ее 
толщина свидетельствуют о проницаемости 
вскрываемых скважиной пород, что создает 
предпосылки для определения коллекторских 
свойств пласта и возможном содержании нефти 
и газа.  
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В реальных условиях информация о глини-
стой корке представляет огромный интерес и ее 
наличие контролируется с помощью специаль-
ных приборов  каверномеров. Соответствую-
щее направление геофизики называется кавер-
нометрией, которая входит в обязательный 
комплекс промыслово-геофизических методов. 
Это создает необходимость развития интерпре-
тационных моделей, требующих решения нели-
нейных задач математической физики, даже в 
упрощенной постановке.  

В работах [2–7] обоснована возможность 
использования измеряемой толщины глинистой 
корки для определения параметров проницае-
мого пласта, поэтому развитие теории ее фор-
мирования представляет практически важную 
задачу. В [2] предложена эмпирическая модель, 
не учитывающая взаимосвязь размеров глини-
стой корки и зоны проникновения.  

Недостатком предложенных моделей явля-
ется отождествление зоны проникновения с зо-
ной возмущения поля давления в пласте, вы-
званной различием давлений в пласте и сква-
жине, хотя даже из общих соображений ясно, 
что размеры зоны возмущений значительно 
больше размеров зоны проникновения. Авто-
рам, к сожалению, не удалось найти явных ана-
литических зависимостей толщины глинистой 
корки, радиуса зоны возмущений и скорости 
фильтрации от времени. Построение таких за-
висимостей чрезвычайно важно для определе-
ния физических характеристик пласта и насы-
щенности по результатам промысловых геофи-
зических исследований.  

Наиболее поздняя гидродинамическая мо-
дель описана работе [5], где учтено формирова-
ние зоны проникновения с учетом кольматации, 
однако в ней игнорируется согласованный рост 
глинистой корки и увеличение радиуса зоны 
проникновения. 

Здесь развита модель, учитывающая согла-
сованный рост глинистой корки и зоны возму-
щения, на основе которой удалось построить 
явные аналитические выражения для зависимо-
сти толщины глинистой корки, радиуса зоны 
возмущений и скорости фильтрации от времени. 

Рассмотрена задача о формировании гли-
нистой корки в радиальной геометрии. Для это-
го использована цилиндрическая система коор-
динат, ось z которой направим вдоль оси сква-
жины, а r – перпендикулярно ей вдоль пласта 
(рис. 1). Тогда координата r = rb(t) соответству-
ет внутренней границе глинистой корки, r = r0 – 

границе корки и скважины, а r = R(t) – границе 
зоны возмущения поля давления в пласте.  

 

Рис. 1. Геометрия задачи о формировании глини-
стой корки 

 
Поля давления в пласте P и глинистой кор-

ке P1 для одномерного радиального течения vr = 
= vr(v, 0, 0) удовлетворяют уравнениям 
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решения которых имеют вид P = Aln(r) + B,  
P1 = Cln(r) + D, соответственно. Константы ин-
тегрирования находятся из дополнительных 
условий на границах.  

Введены обозначения: Pb – давление, соз-
даваемое буровым раствором в скважине (на 
входе в глинистую корку), 
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давление на входе в пласт (на выходе из глини-
стой корки), Pe – давление на внешней границе 
зоны возмущения R = R(t). Для простоты счита-
ем, что давление в скважине поддерживается 
постоянным Pb = const. Из условий эксплуата-
ции также следует, что величина пластового 
давления в процессе бурения может изменяться 
пренебрежимо мало, т.е. Pe = const. С учетом 
этого граничные условия для определения кон-
стант A, B, C, D представятся как 

brr PP
b


1 , eRr PP 


, 

srrrr PPP 
 00

1 , 

00

1
1

rrrr dr
dPk

dr
dPk



 ,                    (2) 

где k и k1 – проницаемость пласта и глинистой 
корки соответственно. 

Отметим, что для рассматриваемого квази-
стационарного случая параметры h, R являются 
функциями времени t, а скорость фильтрации 
v – функцией координаты r и времени t. Нали-
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чие подвижных границ приводит к тому, что 
задачи для определения зависимости этих па-
раметров от времени являются нелинейными 
несмотря на то, что исходная задача для поля 
давления сформулирована в линейной поста-
новке. 

С учетом (2) поле давления в глинистой 
корке и пласте представятся как 
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Здесь использовано обозначение для неизвест-
ной величины давления на поверхности стенки 
скважины 
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 , которое находится 

из условия равенства скоростей фильтрации на 
границе r = r0 и представляется как 
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В формулу (5) для определения давления 
на стенке скважины входят зависящие от вре-
мени параметры R = R(t) и rb = rb(t).  

С учетом (5) выражение для поля давления 
в глинистой корке (2) и пласте (3) представлены 
в виде 
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где P0 = Pb ‒ Pe – депрессия, создаваемая буро-
вым раствором на входе в глинистую корку. 

Из (6) и (7), согласно закону Дарси, опре-
делена скорость фильтрации, которая в пласте и 
глинистой корке выражается соотношениями 
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где  – динамическая вязкость фильтрата буро-
вого раствора. 

Из (8) следует, что произведение скорости 
фильтрации на радиальную координату и в пла-
сте, и в глинистой корке представляется уни-
версальной зависимостью  
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правая часть которой не зависит от радиальной 
координаты. Здесь v(r) = v1 при rb  r  r0 и 
v(r) = v при r0  r  R. 

Изотермическое уравнение состояния 
жидкой фазы представлено в линеаризован-
ном виде  = 0(1 + (P  Pl)), где  – сжи-
маемость, 0 – плотность фильтрата при P = Pl 
т.е. в точке линеаризации. Плотность фильт-
рата бурового раствора на входе в глинистую 
корку запишется как b = 0(1 + (Pb  Pl)), а 
невозмущенной жидкой фазы – в виде e = 
= 0(1 + (Pe  Pl)).  

Масса фильтрата, находящегося в зоне 
возмущений пласта единичной толщины с по-
ристостью m, представлена как разность масс 
сжатого избыточным давлением фильтрата бу-
рового раствора в зоне возмущения и невозму-
щенной жидкости в пласте, которая заполняла 
это пространство до начала проходки пористого 
пласта бурением. Для простоты положено, что 
оба флюида описываются одним и тем же ли-
неаризованным уравнением состояния. Путем 
подстановки полученных зависимостей для 
плотности преобразуем выражение для массы 
фильтрата бурового раствора в зоне возмуще-
ния к виду 
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Для P ‒ Pe, входящего в подынтегральное 
выражение (10), из (7) с учетом (9) имеем  
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Тогда выражение (10) примет вид 
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Объем цилиндрического слоя, занимаемого 
глинистой коркой единичной высоты, запишет-

ся как V = ( 2
0r  2

br ), а объем твердых частиц, 
выделившихся из бурового раствора в виде 

глинистой корки, составляет Vт = m1( 2
0r  2

br ), 
m1 = 1 ‒ mгк – объемное содержание твердой 
фазы в глинистой корке, а mгк – ее пористость. 
Поскольку глинистая корка формируется за 
счет отложений, то объем фильтрата бурового 
раствора, проникшего в пласт, составит  
Vф = Vт/c, где c – относительный объем шлама, 
осаждающегося из бурового раствора, т.е. объ-
ем шлама, отнесенного к единице объема про-
никшего в пласт фильтрата бурового раствора. 
Соотношение объемов фильтрата и глинистой 
корки представим через скорость фильтрации 
как  
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Масса фильтрата, проникшего в пласт, 
может быть выражена через скорость фильтра-
ции на входе в глинистую корку как  

    
t

bbbbb tdtvrrr
c

mM
0

22
0

1 2 .   (14) 

Приравнивая (12) и первую часть уравне-
ния (14), что соответствует закону сохранения 
массы, с учетом (9), после элементарных преоб-
разований получим уравнение, связывающее 
зависящие от времени радиус зоны возмущения 
и координаты глинистой корки 
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Уравнение (15) представляет неявную за-
висимость координаты глинистой корки и ра-
диуса зоны возмущения R = R(rb), которая вы-
полняется в любой момент времени.  

Уравнение для определения зависимости 
координаты глинистой корки rb от времени по-
лучим путем подстановки в (14) выражения (9) 
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Дифференцируя обе части выражения (16) 
по времени, получим дифференциальное урав-
нение для определения rb(t) 
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решение которого имеет вид 
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Толщина глинистой корки определяется 
как разность h = r0 ‒ rb. Входящая в (18) функ-
ция R(u) определяется с помощью (15) в виде 
неявной зависимости  
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Совместное использование формул (18) и 
(19) позволяет определить зависимость радиуса 
зоны возмущения от времени. Зависимость ско-
рости фильтрации от времени определяется на 
основе формул (18), (19) и (9). 

Далее рассмотрим приближение тонкой 
глинистой корки [6], когда ее толщина много 
меньше радиуса скважины h = r0 ‒ rb << r0. Это 
означает также, что толщину кольцевой зоны 

возмущения R~  можно полагать меньшей, чем 

радиус скважины R~  = R ‒ r0 << r0. Для по-
строения этого приближения в (15) осуществим 

замену r0 ‒ rb =h, rb = r0 + h и R = R~  + r0; в ре-
зультате получим  

  


















 







hr
r

k
k

r
rR

cPm
m

hrr
b

b

0

0

10

0

0

1

0
0

ln
~

ln

 

 

















 





0

02
0

0
~

ln
2

2
~~

r
rRrrRR

.               (20) 



ФИЗИКА 
 

14 

Разложив логарифмы в ряд Маклорена 
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и сохранив достаточное количество слагаемых, 
после элементарных преобразований приходим 

к квадратному уравнению для определения h/ R~  
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При построении (21) учтено, что сумма  
r0 + rb приблизительно равна 2r0, или r0 + rb  
 2r0 в соответствии с принятыми предположе-
ниями о толщине глинистой корки. Заметим, 
что принятые допущения выполняются в боль-
шинстве практических случаев, по крайней ме-
ре для малых времен, поскольку толщина гли-
нистой корки измеряется несколькими милли-
метрами или сантиметрами, а радиус необса-
женной скважины чаще всего превышает 10 см. 
Модель тонкой глинистой корки полезна также 
для качественного анализа процессов ее форми-
рования. 

Решение квадратного уравнения (21) пред-
ставляет интеграл движения  
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т.к. согласно (22) отношение h/ R~  не зависит от 

времени несмотря на то, что и h, и R~  являются 
функциями от t. 

Следующий интеграл рассматриваемого 
фильтрационного течения следует из выраже-
ния (9), которое с помощью аналогичных пре-
образований представлен в виде 
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Поскольку в (24) h/ R~  не зависит от време-
ни, то произведение Rv ~

0  также не зависит от 
времени и является интегралом движения. Под-

ставив в него выражение (22) для h/ R~ , имеем 
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Аналогичное соотношение можно полу-
чить из (17) в предположении, что толщина 
глинистой корки мала.  

Далее в (17) полагаем rb = r0  h и R = R~ + 
+ r0. Разложив логарифмы в ряд Маклорена в 
предположении r0 ‒ h  r0 в правой части, пред-
ставим нелинейное уравнение для определения 
толщины глинистой корки в виде 
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Такое представление позволяет использо-

вать (22) для исключения из него R~ . В резуль-
тате подстановки получим дифференциальное 
уравнение для определения зависимости тол-
щины глинистой корки h от времени 
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Уравнение (27) позволяет построить реше-
ние задачи о толщине глинистой корки и пред-
ставить h в виде 
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Далее используя (22), с помощью (28) 
представим зависимость размеров зоны возму-
щения в коллекторе как 
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Используя (25), с помощью (29) найдем 
выражение для скорости фильтрации 







ktmc
mkv b

0

1
10 2

 



















 0
11

0
0

11

0 2
11 P

km
ckmP

km
ckm

bb
.(30) 

Выражения (28)‒(30) составляют полное 
решение задачи о формировании тонкой глини-
стой корки и могут быть использованы для рас-
чета и анализа закономерностей ее формирова-
ния. 

Особый интерес представляет случай ма-

лых депрессий, для которых 1
2 0

11

0 
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b
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В этом случае два первых слагаемых в скобах 
выражения (28) совпадают с нулевым и первым 
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членами разложения третьего слагаемого в ряд 
Маклорена по параметру x. Поэтому для нахо-
ждения приближенного решения, соответст-
вующего малой депрессии, используем сле-
дующее выражение для последнего слагаемого 

в скобках (28): 
82
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3xxx  . В результате 

получим 
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Аналогично для зоны возмущения в кол-
лекторе и скорости фильтрации имеем 
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Таким образом, найденные соотношения 
устанавливают взаимосвязь параметров глини-
стой корки и зоны возмущения в пласте для 
случаев радиальной и линейной геометрии. По-
лученные выражения представляют интерес для 
расчетов реальных параметров и могут быть 
использованы для усовершенствования техно-
логии бурения с целью уменьшения экрани-
рующего влияния зоны проникновения на оп-
ределение насыщенности пластов геофизиче-
скими методами.  

 
Работа выполнена при финансовой под-

держке РНФ – грант № 22-22-00132. 
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INTERRELATION OF NONLINEAR MATHEMATICAL MODELS  
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A quasi-stationary model for the formation of a clay filter during well drilling in depth intervals with perme-

able rocks is proposed, on the basis of which the physical parameters of the media, reservoir and well are estab-
lished, which determine the dependence of its radial dimensions on time. It is assumed that the filtration pressure 
fields are described by stationary piezoconductivity equations. The dependence of pressure, mudcake thickness, 
radius of the zone of pressure disturbances in the permeable rock during drilling and other parameters on time is 
parametric. Such a dependence arises from an additional equation that relates the amount of fluid absorbed by the 
formation and the filtration rate at the inlet to the porous medium. The general formulation of the problem, which 
includes the stationary piezoconductivity equations for the mudcake and reservoir, boundary conditions, and an 
additional equation, is non-linear, since the boundaries of the perturbation zone in the reservoir and the mudcake 
are mobile. An analytical solution of the problem was constructed, on the basis of which studies were carried out 
on the influence of the physical parameters of the medium, wells, etc. on the process of formation of a clay cake in 
real conditions. 

Integrals of motion of a nonlinear problem are found, which represent invariant complexes of parameters 
that do not change during the formation of a mud cake. The presence of such integrals made it possible to estab-
lish the relationship between the solutions of problems presented in radial and linear geometries. 

It is shown that in the particular case of a thin mud filter, the obtained expressions for the radial geometry 
coincide with the known ones, when the geometric factor of the drilling fluid filtrate corresponds to a flat flow. 
New possibilities for estimating the physical parameters of reservoirs based on caliper logging have been identi-
fied. The solution of this problem is especially important for horizontal wells, in which the intervals of clay cake 
have a significant length, and its formation occurs under conditions of a wide range of reservoir properties of the 
formation. The considered problem is of practical importance, since the zone of penetration of the drilling fluid 
filtrate into the formation has a screening effect on the use of geophysical methods to determine the saturation of 
the formations. The obtained solutions can be used both to improve the interpretation of geophysical methods and 
the development of drilling technology. 

Keywords: nonlinear problem, mud cake, filtration, penetration zone. 


