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Дается обзор исследований взаимодействия давлений на обе стороны тонкой упругой пластины и ци-

линдрической оболочки и изменения кривизны их срединной поверхности при изгибе. Влияние среднего 

давления устанавливалось до сих пор через уточнение распределенной поперечной силы в известных 

уравнениях изгиба длинной цилиндрической оболочки. В данной работе это влияние учитывается при вы-

воде уравнения изгиба с волнообразованием по окружности и отсутствии волн по ее длине.  
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1. Введение. В теории изгиба тонких пла-

стин и оболочек принимается, что поперечная 

распределенная сила q на единичную площадь 

тонкой пластины равна q = р1 – р2, где р1 и р2 – 

давления, действующие на ее поверхности. 

Учет разности площадей выпуклой и вогнутой 

поверхностей пластины приводит к зависимо-

сти поперечной нагрузки q не только от перепа-

да давлений, но и от самого изгиба. 

В случае цилиндрического изгиба свобод-

но опертой по кромкам пластины длиной L и 

толщиной h из материала с модулем упругости 

Е, коэффициентом Пуассона ν поперечная сила 

равна [1–16] 
2
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а прогиб w определяется через эффективную 

жесткость D(1 + α), где 
3 2

2 2
,      

12(1 )

mEh p hL
D

D
  

  
.        (1.2) 

В приведенных работах рассмотрены зада-

чи статического изгиба, колебаний пластин и 

пленок, устойчивость их плоской формы, кон-

тактного взаимодействия с жидкостями с при-

менением значения поперечной распределенной 

силы (1.1). Особое внимание обращено на зави-

симость решения от среднего давления pm. 

Формула (1.1) применена для описания работы 

микро- и нанорезонаторов, что видно по назва-

ниям статей в списке литературы. В преобразо-

ванном виде она используется также в задачах 

линейного и нелинейного изгиба круглых  

 

 

 

 

и прямоугольных пластин и пленок. В некото-

рых работах последний член (1.1) трактуется 

как мера, описывающая поверхностный эффект 

(наряду с другими поверхностными эффектами, 

проявляющимися при толщинах пластин и про-

волок менее 10 мкм). 

Более длительное применение находит вы-

ражение для поперечной распределенной на-

грузки на колонны, стержни, проволоки кругло-

го поперечного сечения радиусом R. В этом 

случае надо принять р1 = р2 = р. Тогда эта на-

грузка равна  
2

2

2

d w
q R p

dx
  .                     (1.3) 

и направлена в сторону вогнутости осевой ли-

нии. Обзор соответствующих исследований из-

ложен в [17]. В самое последнее время формула 

(1.3) применена для описания проволочных 

микро- и нанорезонаторов [18–20]. 

Поперечная распределенная сила (1.3) 

возникает также от внутреннего перепада 

давления в трубах. Тогда под R подразумева-

ется внутренний радиус трубы и знак меняет-

ся на противоположный. Эта сила направлена 

в сторону выпуклости осевой линии трубы. 

Изгиб, колебания и устойчивость рассмотре-

ны в [22–27]. 

Обзор исследований в этом направлении 

также имеется в работах [17, 21]. К последним 

исследованиям относятся статьи [28–34]. Отме-

тим, что для анализа колебаний трубчатых кру-

говых колец такая сила использовалась в рабо-

тах [21, 35]. 
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2. Уравнение динамического изгиба 

длинной цилиндрической оболочки. При ана-

лизе изгиба с волнообразованием по окружно-

сти длинной оболочки (или кольца) под дейст-

вием давлений р1 и р2 (рис. 1) обычно принима-

ется допущение о неизменности длины элемен-

та ds срединной поверхности. Такое допущение 

приемлемо для анализа преимущественно изги-

ба любой линейчатой поверхности. Поэтому 

используем далее соотношение 

* *,ds Rd R d                      (2.1) 

где величины R, d относятся к состоянию до 

деформации, а 
* *,  R d  – после деформации. 

Соответствующие длины на внутренней и 

внешней поверхностях изогнутой оболочки 

равны  

1 * * 2 * *,      .
2 2

h h
ds R d ds R d

   
        
     

 

 
Рис. 1. Элемент ds с концевыми сечениями, пер-

пендикулярными к изогнутой срединной поверх-

ности 

 

С учетом (2.1) и изменения кривизны, вы-

раженного через компоненты перемещения v и 

w [21] 
2

2 2

*

1 1 1 w v

R R R

  
     

  
,          (2.2) 

получаем 

1

2

1
1 ,  

2

1
1 .

2

h
ds Rd

R

h
ds Rd

R

  
      

  

  
      

  

 

Распределенная поперечная сила, прихо-

дящаяся на элемент ds срединной поверхности, 

определяется как qds = p1ds1  p2ds2. Поэтому 

  1 2
1 2 1 ,   .

2

m
m

p h p p
q p p R p

R


       (2.3) 

Если оболочка контактирует со средами, то 

возникающие при их взаимодействии динами-

ческие давления 
1p , 2p  являются функциями 

прогиба w, угла  и времени t. Тогда линейное 

выражение для q приобретает вид 

 1 2 1 2

1 2 .                                      (2.4)
2

m mm

m

h
q p p p p p p p h

R

p p
p

       




  

В дальнейшем давления р1 и р2 будем счи-

тать постоянными по углу  и времени t. 

Уравнения динамического изгиба имеют 

вид (рис. 1) 

 

   

* *

*

* *

* *

( ) cos ( )sin

 cos 2 0,

( )cos ( )sin

 cos 2 cos 2 0,

( ) ( ) 0,

N N dN d Q dQ d

hdsv d

Q Q dQ d N dN d

qds d hdsw d

M M dM Q dQ ds

       

   

      

    

    

 

где точки над буквами обозначают производ-

ные по времени t. 

Согласно (2.1) и (2.2) 
1

* s R     .  

С учетом 
*cos 1d  , 

* *sind d    получаем  

1
0,

1
0,

.

N
Q hv

s R

Q
N q hvw

s R

M
Q

s

  
     

  

  
      

  






       (2.5) 

Обозначим через N0, Q0, 0, q0 величины, 

относящиеся к осесимметричному статическо-

му состоянию оболочки, а без индексов – к не-

осесимметричному линейному динамическому 

и статическому изгибу. Исключив Q с помощью 

третьего уравнения (2.5) и подставив суммы  

N0 + N, M0 + M, 0 + , q0 + q, получаем две сис-

темы уравнений 

0 0
0

2

0
0 0 02

1
0,

1
0,

N M

s s R

M
N q

s R

   
        


           

        (2.6) 

2

02

0,

1
0.

N M
hv

s R s

M
N N q hw

s R

 
    


      

 

   (2.7) 
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В соответствии с (2.2) изменение кривизны  
2

0 0
0 2 2

1
0

w v

R

  
    

  
. 

Так как М0 = D0 = 0 по всей окружности 

оболочки, то и производные 
2 2

0 0,  M s M s     равны нулю. Поэтому из 

(2.6) и (2.3) следует 

 0 0 1 2 .mN q R p p R p h   
        

 ( 2.8) 

Под действием этой окружной силы про-

исходит равномерное перемещение w0 по ра-

диусу. Так как 
0

0 0 ,N Eh Eh w R    то с уче-

том (2.8) получаем 

0 0 .
w q R

R Eh
                        (2.9) 

В случае q0  0 происходит растяжение, 

причем наибольшее значение 
0w R  определя-

ется пределом выносливости материала 1.  

Тогда должно быть N0  1h. Для сталей 1/E  

 10
3

. Поэтому  

30 1 10 .
w

R E

 
                

 (2.10) 

В случае q0  0 происходит сжатие, когда 

значение 
0w R  ограничивается критическим 

давлением, приводящим к изгибу с волнообра-

зованием по окружности. Это критическое зна-

чение равно [21] 
3 3

0 (4 ).q Eh R  Подставляя 

значение q0 в (2.9), получаем 
2

0

2
.

4

w h

R R
                       (2.11) 

Для отношений h/R порядка 10
1 


 
10

3
 по 

(2.11) также имеем 
3

0 10 .w R   Оценки (2.10), 

(2.11) показывают применимость выражения 

(2.1). Для случая изгибных деформаций оно тем 

более верно, так как тогда окружная сила 

меньше, чем по (2.8). 

Из сказанного следует, что вместо равен-

ства 
* (1 )ds ds    можно принять выражение 

(2.1) и  
2

2

1
0,   .

v w w w

s R R s R


  
       

     

 (2.12) 

Как указано выше, под р1, р2 подразумева-

ются статические значения давлений (общие 

давления равны 1 1p p , 2 2p p , где 1p , 2p   

реакции со стороны контактирующих сред при 

движении оболочки). Заметим, выше при опре-

делении N0, …, 0 не принимается во внимание 

динамическая составляющая. Поэтому давления 

1 2,  p p  относятся только к неосесимметрично-

му движению. 

С учетом (2.4) и (2.8) уравнение (2.7) при-

водим к виду 

 

2 2

2 2

2

1 22

1 2

0,

.m

N M v
h

s R s s

M N
hw p p R

s R

h p
p p

R

  
  

  


     



  

    (2.13) 

Во втором уравнении (2.13) отсутствует 

член со средним давлением pm. Независимость 

изгиба замкнутой цилиндрической оболочки от 

среднего давления pm объясняется тем, что член 

pmh в составе N0 приводит к увеличению про-

гиба, например, по форме sinn, а в составе q – 

к уменьшению на такую же величину. 

Исключив N из уравнений (2.13), получаем 

относительно функции изменения кривизны 

следующее уравнение 

 

4 2 2

1 2

4 2 2 2

2
22

1 2

2 2 2

( )

.m

p p R

s R s D s

p p h ph w v

D s s D s DR s

     
  

  

     
    

    

 (2.14) 

Тогда из (2.2) и (2.14) имеем  

 

 

36 4 2 4 2
1 2

6 4 2 4 2

4 2 2

2 2

4 2
3 2

1 2

2 2

2

                             (2.15)

.m

p p Rw w w w w

D

hR w
w

D t

R p p R h p

D D

      
     

     

   
   

  

  
 

 

 

 

3. Анализ уравнения динамического из-

гиба. В уравнении изгиба пластины всегда при-

сутствует параметр, связанный со средним дав-

лением pm [1–16]. Такую зависимость показы-

вают и формулы (1.1), (1.2). В свете этого вы-

глядит необычным отсутствие подобного пара-

метра в уравнениях (2.14), (2.15). Выше этот 

вопрос частично затронут. Продолжим его рас-

смотрение. 

Проще показать указанную независимость 

при р1 = р2 = р = рm. Тогда сила q по (2.3) и (2.12) 



МАТЕМАТИКА, МЕХАНИКА 

 

8 

состоит из двух частей. Если принять  

w = Wsinn, где n = 2, 3, …, то 
2

2

( 1)
sin .

ph phW n
q n

R R


   

       
 (3.1) 

Из-за кривизны R
1

 есть постоянная рас-

пределенная сила, направленная к центру. На 

участке 0 < n <  поперечная сила, зависящая 

от изгиба по принятой форме и представленная 

вторым членом (3.1), также направлена к цен-

тру, а при  < n < 0  от центра (рис. 2, а). Та-

кое воздействие силы препятствует изгибу. 

 

Рис. 2. Направления поперечных сил, возникаю-

щих при изгибе оболочки 

 

При изгибе создается также поперечная 

сила, обусловленная окружной сжимающей си-

лой по (2.8) N0 =  ph, которая равна 
2

2

( 1)
sin .

phW n
ph n

R


             (3.2) 

Эта сила, направление которой показано на 

рис. 2, b, стремится увеличить изгиб. Ввиду ра-

венства их с противоположными действиями, 

как это видно по (3.1), (3.2) и по рис. 2, нет 

влияния среднего давления pm на изгиб. Анало-

гом является цилиндрический изгиб пластины, 

на свободно перемещающиеся кромки которой 

действует сжимающая сила ph [5–10]. 

Независимость от pm является особенностью 

замкнутой оболочки, в которой под действием 

давлений на ее поверхности возникает окружная 

сила. Укажем на один частный случай, когда за-

висимость от pm имеет место. При N0 = 0 или в 

соответствии с (2.8) при значениях давлений  

1 21 1
2 2

h h
p p

R R

   
     

   
             (3.3) 

во втором уравнении (2.7) будет отсутствовать 

член N0 . Кроме того, в нем в соответствии с 

(2.4) 

1 2

1 2

,      

.
1 2 1 2

m
m

m

p h
q p p p h

R

p p
p

h R h R

    

 
 

   

 (3.4) 

Поэтому последнее уравнение (2.13), а 

также (2.15) приобретают вид 
2

1 22

26 4 2 4 2

6 4 2 4 2

4 2 2

2 2

4 2

1 22

,

2

.

m
m

m

m

p hM N
p h hw p p

s R R

p hRw w w w w

D

hR w
w

D t

p hR
p p

D R


      



     
     

     

   
   

  

 
   

  

 (3.5) 

Давления 
1p  и 

2p , возникающие при ди-

намическом взаимодействии оболочки и жид-

кости (газа), могут быть близкими по величине, 

но иметь разные знаки в каждый момент време-

ни. Поэтому 1 2p p  представляет собой сумму 

давлений, а mp   их разность. Ввиду этого в 

уравнениях (2.14), (2.15), (3.4), (3.5) имеем 

оценку 1 2.mp h R p p   Тогда член с mp  

может быть опущен. 

 

Заключение. В статьях [1–16], посвящен-

ных учету влияния среднего давления на изгиб 

пластин различной формы, показано большое 

значение граничных условий. В частности, при 

действии давления на свободно перемещаю-

щиеся кромки пластины исчезает это влияние. 

Это объясняется равными поперечными сила-

ми, возникающими в результате изгиба и пере-

дачи сжимающей продольной силы от кромок. 

Аналогичная картина имеется в случае замкну-

той круговой цилиндрической оболочки. В слу-

чае незамкнутой оболочки (удлиненная цилин-

дрическая панель или круговая арка) окружная 

сила зависит от условий закрепления кромок. 

Как правило, при этом изгиб зависит от средне-

го давления на поверхности pm. 

 

Работа выполнена в рамках гранта Рос-

сийского научного фонда № 22-21-00578, 

https://rscf.ru/project/22-21-00578/ 
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