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СВОЙСТВА ОТРАЖАТЕЛЬНО-АССИМЕТРИЧНЫХ КРОТОВЫХ НОР 

С НЕЛИНЕЙНЫМ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫМ ЗАРЯДОМ 
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В работе исследована модель кротовой норы, полученная соединением пространства-времени Барди-

на массы    и заряда   с одной стороны и пространства-времени Шварцшильда массы    с другой сто-

роны. Эти объекты являются сферически симметричными по форме, но не отражательно-симметричными, 

поскольку связанные пространства-времена различаются. Отражательно-асимметричные кротовые норы 

могут отражать значительную часть падающего излучения обратно в пространство-время, в котором оно 

возникло. Ранее этот эффект был рассмотрен в рамках эффективного фотонного потенциала. В зависимо-

сти от параметров модели изображение такой кротовой норы, видимое удаленным наблюдателем (ее 

«тень»), может содержать фотонное кольцо, сформированное на стороне наблюдателя, и фотонное кольцо, 

сформированное на другой стороне кротовой норы, или оба фотонных кольца. Эти уникальные топологи-

ческие особенности позволят нам четко отличить этот класс объектов от черных дыр с помощью радиоас-

трономических наблюдений. 

Ключевые слова: кротовая нора; тонкая оболочка; нелинейный электромагнитный заряд; отража-

тельно-асимметричные объекты. 

Введение. Кротовые норы – это гипотети-

ческие объекты с нетривиальной топологией в 

общей теории относительности [1, 2]. Общая 

теория относительности (ОТО) допускает суще-

ствование кротовых нор, наряду с черными ды-

рами. Вопрос проходимости кротовых нор 

впервые был исследован Моррисом и Торном в 

работе [1], где они показали, что энергетиче-

ские условия материи нарушаются, по крайней 

мере, в горловине статических и сферически-

симметричных кротовых нор в ОТО без космо-

логической постоянной. На сегодняшний день 

существует множество работ, которые показы-

вают, что кротовые норы могут имитировать 

черные дыры, потому что они могут иметь 

сильные гравитационные поля [3]. Например, 

сферически-симметричные кротовые норы с 

сильными гравитационными полями могут 

иметь неустойчивые (устойчивые) круговые 

световые орбиты, называемые фотонными сфе-

рами (антифотонными сферами) [4]. 

Кротовая нора с тонкой оболочкой, энерге-

тические условия материи которой нарушаются 

только в горловине, рассматривалась Виссе-

ром [2] с сопоставлением метода Дармуэ–

Израэля [5]. Устойчивость к линейным возму-

щениям тонкой оболочки кротовой норы 

Шварцшильда была исследована Пуассоном и 

Виссером [6]. На сегодняшний день эта тема 

широко изучается и для других кротовых нор с 

тонкой оболочкой как при линейных [7–8], так 

и при нелинейных возмущениях [9]. 

Обычно для создания кротовых нор с тон-

кой оболочкой используются два скопирован-

ных многообразия. Было бы трудно отличить 

отражательно-симметричное пространство-

время кротовой норы, построенное с помощью 

соединения частей скопированного пространст-

ва-времени черной дыры, от исходного про-

странства-времени черной дыры с помощью 

астрономических наблюдений, если кротовая 

нора имеет фотонные сферы и если на другой 

стороне пространства от горловины мало ис-

точников света. 

Исследований по отражательно-асиммет-

ричным кротовым норам с тонкими оболочками, 
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таких как в работах [10–12], было немного. Не-

давно Ван и др. изучили тень от отражательно-

асимметричной кротовой норы с тонкой оболоч-

кой, которая состоит из частей двух про-

странств-времени Шварцшильда с разными мас-

сами [10]. Вейглас и др. построили отражатель-

ную асимметричную кротовую нору с тонкой 

оболочкой, путем сшивки пространства-времени 

Шварцшильда с фотонной сферой и пространст-

ва-времени Рейсснера–Нордстрема с другой фо-

тонной сферой, и обсудили наблюдаемые свой-

ства тени [11]. Авторы пришли к выводу, что 

тень от асимметричной кротовой норы имеет два 

фотонных кольца разных размеров, если смот-

реть со стороны наблюдателя, и назвали тень – 

двойной. Асимметричную кротовую нору с тон-

кой оболочкой с фотонными сферами можно 

отличить от черных дыр по наблюдениям, по-

скольку световые лучи могут отражаться от по-

тенциальной стенки около горловины [11]. 

В этой статье исследуется устойчивость к 

линейным возмущениям отражательно-асим-

метричной кротовой норы с тонкой оболочкой, 

которая состоит из пространства-времени 

Шварцшильда и пространства-времени Бардина 

с двойной тенью. Пространство-время черной 

дыры Бардина характеризуется наличием нели-

нейного электромагнитного заряда, который в 

горловине кротовой норы может быть опреде-

лен через массы обоих пространств-времен, как 

будет показано в работе. 

 

Пространство-время Бардина. Лагран-

жиан метрики задается в виде [13]: 

     
  

   
     

       
 
   

,                 (1) 

где   
 

 
    

  ,     – тензор электромагнит-

ного поля,   – электрический заряд и   – масса 

объекта. Асимптотически плоская метрика име-

ет вид 

             
   

    
  

                 ,                    (2) 

где 

       
    

          
                   (3) 

с соответствующим тензором электромагнитно-

го поля    , заданным формулой 

        
    

 
     .                     (4) 

В случае, когда заряд    , метрика (3) 

сводится к метрике Шварцшильда. Параметр 

заряда   первоначально интерпретировался как 

электрический заряд, но позже был идентифи-

цирован Айоном–Беато и Гарсиа [14] как пред-

ставляющий магнитный монополь, связанный с 

нелинейной электродинамикой. 

 

Отражательно-ассиметричные кротовые 

норы с тонкой оболочкой. Для построения 

пространства-времени кротовой норы без сим-

метрии отражения или симметрии    будет ис-

пользован метод Дармуэ–Израэля [5]. Рассмот-

рим сначала два многообразия         , 
где   – постоянная, удовлетворяющая условию 

      , в которых удалена внутренняя часть 
         из пространств-времен Бардина. 

Границы многообразий    являются времени-

подобными гиперповерхностями         , 
которые будут выбраны таким образом, чтобы 

       . В результате склеивания много-

образий    и    в горловине  , находящейся 
на  , получаем единое многообразие  . Ги-

перповерхность   заполнена веществом распре-

деления Дирака и называется тонкой оболоч-

кой. Допустим, что       , где   – собствен-

ное время тонкой оболочки, поскольку нас ин-

тересует устойчивость тонкой оболочки  . 

Линейные элементы в областях    имеют 

вид 

   
           

  
   

     
  

                  ,                     (5) 

где 

        
    

 

      
   

   .                  (6) 

Отметим, что временные координаты    

разрывны на гиперповерхности  , в то время 

как координаты  ,   и   непрерывны на гипер-

поверхности  . 

Предположим, что можно задать коорди-

наты            на обе стороны от  . Пусть 
тонкая оболочка находится в точке          и 
      . Векторы единичных нормалей тонких 
оболочек принимают вид 

      
 
                ,           (7) 

где точка – дифференцирование по  . Четыре-

скорость тонкой оболочки задаются выражени-

ем   
 
               . Из нормировки четы-

ре-скорости   
 
     , следует 

        
  

   

     
  .                   (8) 

Решая уравнение (8) относительно    , по-
лучаем 
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.                           (9) 

Используя уравнение (8) и базисные век-

торы    
 
    

 
     , заданные формулами 

   
 
               ,              (10) 

   
 
      ,                         (11) 

   
 
      ,                         (12) 

индуцированная метрика             
 
   
  на 

гиперповерхности   в    имеет вид 

   
     

          
      

                      .      (13) 

Из уравнения (13) следует, что метрика на 

гиперповерхности   одинакова, если смотреть с 

обеих сторон. 

Тонкая оболочка должна удовлетворять 

уравнениям Эйнштейна 

  
   

 

  
    

        
  ,              (14) 

где скобка     обозначает скачок любой функ-
ции   через  , 

             ,                   (15) 

где    и    представляют собой   в    и    

соответственно.   
  – поверхностный тензор 

энергии-импульса тонкой оболочки, задавае-

мый формулой 

  
               

 ,              (16) 

где    определяется выражением     
  

      
 
       ,      

  – поверхностная 

плотность энергии и     
    

 
 – поверхност-

ное давление тонкой оболочки. Уравнение внеш-

ней кривизны     в этом случае задается в виде 

          
 
  
 ,                      (17) 

где символ «;» означает ковариантную произ-

водную. При использовании нормальных векто-

ров (7) уравнения внешней кривизны гиперпо-

верхностей в    определяются выражениями 

   
  

  

       
    

  
 

 
 ,                 (18) 

   
     

 
 

        

 
,                 (19) 

и следы функций получаются как 

   
  

       
    

  
 

 
  

 

 
       .       (20) 

Из компонент       и       уравнений 
Эйнштейна (14) получаем 

   
       

   
 

       

   
,               (21) 
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 ,             (22) 

а затем из уравнений (21) и (22), вычисляем 
     

  
  

  

  
  ,                   (23) 

где        – площадь горловины. Уравне-
ние (23) можно выразить следующим образом: 

            ,                  (24) 
где штрих означает дифференцирование по   и 
        . Предположим, что тонкая оболочка 
заполнена баротропной жидкостью с       . 
Из уравнения (24) заметим, что поверхностная 
плотность баротропной жидкости выражается 
как функция от   или       . Используя 
уравнение (17), уравнение движения тонкой 
оболочки задается в виде 

          ,                      (25) 

где      – эффективный потенциал, определяе-

мый формулой 

         
 

    
 
 
        .       (26) 

Функции    и   задаются формулами 

   
     

 
,                           (27) 

   
     

 
.                             (28) 

Производная   по   имеет вид 

        
              

       
             ,  (29) 

и, используя уравнения (24), его можно перепи-

сать в виде 

       
               

       
               (30) 

Используя уравнение (24), получим вто-

рую производную   по  , которая имеет вид 

 
2

2 2 2 2 4 4
4 2

8π 8π
V f p a

a a

 
        

 
 

    
22 2 22 1 2 3 2a p p           


 

    22 28π 2 2 1 2 ,p p       
 

         (31) 

где               . 
Здесь и далее в работе накладывается ог-

раничение 

           ,                         (32) 

и мы сконцентрируемся на случае, когда много-

образие    является частью пространства-

времени черной дыры Шварцшильда, т.е.     . 

Тогда, из уравнения (32) можно получить ограни-

чение на заряд   , который имеет вид 

  
            ,                   (33) 

где   – параметр асимметрии, определяемый 
формулой        . Несимметричная по от-
ражению кротовая нора с тонкой оболочкой с 
двойной тенью должна иметь горловину в об-
ластях             и            . 
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Рис. 1. Зависимость функции   
  (сплошная зеленая линия) и   

  (сплошная красная линия) от безраз-

мерного параметра       при       (а),       (б) и     (в). Область стабильности определяется 

условиями (41) и (42) 

 

 

Рис. 2. Зависимость функции   
  (сплошная зеленая линия) и   

  (сплошная красная линия) от безразмерно-

го параметра       при       (а),       (б) и     (в). Область стабильности определяется условиями 

(41) и (42) 

 

Стабильность тонкой оболочкой крото-

вой норы. В работе рассматривается устойчи-

вость статической кротовой норы с тонкой обо-

лочкой при линейных возмущениях в точке 

     с учетом ограничения (32) и     . По-
верхностная плотность энергии    и давление    

тонкой оболочки определяются выражениями 

   
   

    
,                           (34) 

   
 

     
 
   

  
    

 
 .               (35) 

Здесь и далее в работе функция с индексом «0» 

означает функцию при     . Тогда, по опре-
делению, получим 

  
            

    
 .              (36) 

Поскольку выполняется условие      
   , 

эффективный потенциал можно разложить в 

точке      в следующем виде 

     
  

  

 
      

          
  ,     (37) 

где   
   имеет вид 

  
              

  ,                (38) 

      
  
 

   
 

   
 

   
  

   
,                   (39) 

   
   

  
  

   
 

  
.                         (40) 

Тонкая оболочка устойчива (неустойчива), 

когда   
     (  

    ). Таким образом, из урав-

нения (38) следует, что тонкая оболочка устой-

чива при 

  
    

  
 

 
 
  

  
    и             (41) 

или 

  
    

  и     .                     (42) 

Граница      задается формулой 

                  .             (43) 

На границе тонкая оболочка неустойчива 

при любых значениях   
 . 

Для исследования области устойчивости 

кротовой норы с тонкой оболочкой построим 

графики зависимости функций   
  и   

  от без-

размерного параметра       при разных зна-

чениях   (при     на рис. 1,     на рис. 2). 

Рассмотрим случай, когда параметр      , для 
которого функция      при           , в 
остальных случаях положительная. Согласно 

условиям (41) и (42) из рис. 1, а следует, что 

кротовая нора с тонкой оболочкой устойчива, 

когда радиус сшивки                   . 

Отметим, что в этом случае радиус фотонной 

сферы, который равен    , не попадает в ус-

тойчивую область. Таким образом, мы получи-

ли широкий спектр значений радиуса сшивки 

              , однако такая кротовая нора 
не будет иметь фотонные сферы. В случае, ко-
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гда      , для которого функция      при 

          . В этом случае кротовая нора с 
тонкой оболочкой устойчива при           
      . Отметим, что радиус фотонной сферы 

по прежнему не входит в устойчивую область. 

Из рис. 3, в видно, что при     функции   
  и 

  
  совпадают и, соответственно, представлен-

ные условия устойчивости для кротовых нор 

(41) и (42) не работают. В работе [15] было по-

казано, что в этом случае кротовая нора являет-

ся полностью неустойчивой. 

Более интересный случай представлен на 

рис. 2. В отличие от предыдущих случаев, здесь 

мы видим, что кротовая нора с тонкой оболочкой 

является неустойчивой при       . Область 

устойчивости в этом случае лежит в переделе от 

    до     и имеет сильную зависимость от 

параметра  . В случае, когда параметр      , 

функция      при           , а сама кро-
товая нора с тонкой оболочкой устойчива при 

                или                 . 
Отметим, что в этом случае радиус сшивки кро-

товой норы является меньше радиуса фотонной 

сферы и, следовательно, эти фотонные сферы 

могут отражаться на обе стороны от горловины. 

Такие кротовые норы называются кротовыми 

норами с двумя тенями. При увеличении пара-

метра   до 1.5, из рис. 2, б видно, что кротовая 

нора устойчива, когда радиус сшивки опреде-

лен в промежутке                 или 

                . При     кротовая нора 

является полностью неустойчивой, как показа-

но на рис. 2, в. 

 

Заключение. В работе была исследована 

устойчивость к линейным возмущениям от-

ражательно-ассиметричной кротовой норы с 

тонкой оболочкой и двумя тенями, получен-

ная путем сшивки пространства-времени 

Шварцшильда с одной стороны и пространст-

ва-времени Бардина с другой стороны. Пока-

зано, что в тонкой оболочке электрический 

заряд может быть представлен через радиус 

сшивки и массы черных дыр Шварцшильда и 

Бардина. Устойчивость кротовой норы к ли-

нейным возмущениям может быть проверена 

с помощью двух систем уравнений (41) и (42). 

Под областью устойчивости понимается об-

ласть допустимых значений радиуса сшивки, 

при котором кротовая нора не схлопнется под 

действием линейных возмущений. В работе 

было показано, что область устойчивости 

кротовой норы с увеличением параметра   

увеличивается при     (случай, когда масса 

черной дыры Шварцшильда больше чем масса 

черной дыры Бардина) и уменьшается при 

    (случай, когда масса черной дыры 

Шварцшильда меньше чем масса черной ды-

ры Бардина). В случае, когда массы обеих 

черных дыр равны, кротовая нора является 

полностью нестабильной. 
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The paper investigates a wormhole model obtained by combining the Bardeen space-time of mass    and 

charge   on the one side and the Schwarzschild space-time of mass    on the other. These objects are spherically 

symmetric in shape, but not reflectively symmetric, since the associated space-times are different. Reflectively 

asymmetric wormholes can reflect a significant portion of the incident radiation back into the spacetime in which 

it originated. Previously, this effect was considered in terms of the effective photon potential. Depending on the 

parameters of the model, the image of such a wormhole seen by a distant observer (its "shadow") may contain a 

photon ring formed on the side of the observer and a photon ring formed on the other side of the wormhole, or 

both photon rings. These unique topological features will allow us to clearly distinguish this class of objects from 

black holes using radio astronomy observations. 

Key wards: wormhole; thin shell; nonlinear electromagnetic charge; reflection-asymmetric objects. 


