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Квазинормальные моды черных дыр определяют затухание возмущений в промежуточные моменты 

времени и важны при изучении динамики черных дыр и внешних полей вокруг них. В настоящее время ин-

терес к квазинормальным модам обусловлен тремя их особенностями. Первый связан с возможностью на-

блюдения квазинормальных мод и получения «следа» черной дыры с помощью строящихся гравитационных 

антенн нового поколения. Недавно коллаборации лазерно-интерферометрической гравитационно-волновой 

обсерватории (LIGO) и франко-итальянского детектора гравитационных волн, расположенного в Европей-

ской гравитационной обсерватории, (VIRGO) сообщили о наблюдении сигнала гравитационных волн, соот-

ветствующего спирали и слиянию двух черных дыр, что привело к образованию единой черной дыры. Было 

показано, что наблюдения согласуются с теорией гравитации Эйнштейна с высокой точностью, ограничен-

ной в основном статистической погрешностью. Второй касается соответствия анти-де Ситтера/Конформной 

теории поля, из которого следует, что большая черная дыра в пространстве анти-де Ситтера соответствует 

примерно тепловым состояниям в Конформной теории поля. Таким образом, затухание возмущений черных 

дыр можно связать с возвратом к тепловому равновесию возмущенного состояния в Конформной теории 

поля. Заметим, что в пространстве анти-де Ситтера квазинормальные моды черных дыр управляют распадом 

поля и на поздних временах, поскольку нет степенных хвостов и затухание всегда экспоненциальное. Третья 

особенность связана с возможной связью квазинормальных мод черных дыр в некоторых пространственно-

временных геометриях со скейлингом Чоптюка. В работе исследуются низколежащие частоты квазинор-

мальных мод черной дыры Тауб-НУТ (Ньюмен-Унти-Тамбурино) для скалярных, электромагнитных и Ди-

раковских возмущений, используя приближение Венцеля, Крамерса и Бриллюэна (ВКБ) третьего порядка. 

Показано влияние параметра метрики НУТ на рассматриваемые виды частот квазинормальных мод. 

Ключевые слова: квазинормальные моды; черная дыра; скалярные возмущения; затухающие колебания. 

 
Введение. Общая теория относительности 

была успешно протестирована как в приближе-

нии слабого поля с использованием тестов сол-

нечной системы, так и в режиме сильного поля 

с использованием наблюдения тени сверхмас-

сивной черной дыры в центре эллиптической 

галактики M87* [1] с помощью телескопа гори-

зонта событий и прямого обнаружения гравита-

ционных волн слияния черных дыр и нейтрон-

ных звезд тесных двойных систем в лазерно-

интерферометрической гравитационно-волно-

вой обсерватории [2]. Обнаруженные гравита-

ционные волны были испущены во время по-

следнего этап слияния двойных черных дыр.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Частоты этих волн определялись определенны-

ми суперпозициями затухающих колебаний, то 

есть квазинормальных мод. Тщательный анализ 

этих экспериментов может быть весьма важ-

ным, поскольку он может пролить свет на при-

роду гравитации в режиме сильного поля. 

Квазинормальные моды черных дыр пер-

воначально изучались в контексте общей тео-

рии относительности для решения Шварцшиль-

да [3], а затем и в модифицированных теориях 

гравитациях [4–7]. Фактически, модифициро-

ванные решения для черных дыр могут давать 

одинаковые наблюдательные признаки в асим-

птотических областях, но могут приводить  
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к качественно другим особенностям вблизи го-

ризонта событий. Поэтому изучение различных 

модифицированных решений для черных дыр в 

области сильного поля по-прежнему остается 

активной и интересной областью исследований 

в контексте гравитационных волновых сигнатур 

черных дыр. 

Одним из таких модифицированных решений 

является решение Тауб-НУТ [8], которое описыва-

ет черные дыры с массой   и параметром НУТ  . 

В некоторых источниках параметр НУТ может 

быть интерпретирован как заряд НУТ, гравитомаг-

нитный монополь или двойная масса. Впервые 

решение Тауб-НУТ было получено в работе [9] и 

модернизировано в работе Манко и Руиза [8]. 

 

Решение Тауб-НУТ. Решения Шварцшиль-

да и Тауб-НУТ представляют пример гравитаци-

онной дуальности, связь между ними во многом 

аналогична связи между магнитными монополя-

ми и электрическими зарядами в электродинами-

ке [10]. Однако остается невыясненным вопрос об 

их физической интерпретации и возможности 

существования. В частности, известно, что реше-

ния типа Тауб-НУТ содержат замкнутые време-

ниподобные кривые (ЗВК), которые рассматри-

ваются как патология. Однако недавние расчеты 

показали, что свободное движение вдоль ЗВК не-

возможно, а содержащиеся в области ЗВК голые 

сингулярности в виде струн Миcнера проницаемы 

для геодезических линий [11]. Таким образом, 

есть основания рассматривать решения данного 

класса как физически допустимые и учитывать их 

в астрофизическом моделировании. 

Исходная метрика Тауб-НУТ, полученная 

в работе [8], в координатах Бойера–Лингквиста 

задается в виде: 

   
22 1 2 2 2 2ds f dr r n dΩ f dt Wd      ,  (1) 

22

22 2

nr

nMrr
f




 ,                     (2) 

 24 sin / 2W n   , 

где 2 2 2 2sindΩ d d      – единичная сфера, 

M – масса объекта и n – параметр НУТ. 

Особый интерес представляет параметр 

НУТ, который в литературе в основном имеет 

название «гравомагнитный монополь». При n=0 

метрика (1)–(2) переходит в метрику Шварц-

шильда. Если n≠0, то метрика (1)–(2) стацио-

нарна, осесимметрична, но не полностью асим-

птотично плоская, так как имеет одну квази-

бесконечную сингулярность [9]. В работе [12] 

был исследован эффект Саньяка в пространст-

ве-времени вращающейся черной дыры Керра-

Тауб-НУТ и получен верхний предел заряда 

НУТ n для Земли, значение которого не превы-

шает      м. В данной работе рассматриваются 

случаи, когда      ,     ,     ,      и   для 

стационарной черной дыры Тауб-НУТ.  

В общем случае метрическая функция W 

определяется по произвольной вещественной 

константе, которая может влиять на свойства 

пространства-времени, так что все решения 

НУТ определяются линейным элементом: 

  2 cos ,W n C    где С – произвольная ве-

щественная постоянная. В частном случае, при 

1C , включающего одну сингулярность, ре-

шения НУТ будут иметь два квазибесконечных 

линейных источника [13]. 

 

Скалярные, электромагнитные и Дира-

ковские возмущения. Далее в работе будут ис-

следованы квазинормальные моды метрики, за-

данной уравнениями (1)–(2) для скалярных, элек-

тромагнитных и дираковских возмущений. Урав-

нение Клейна–Гордона для безмассового скаляр-

ного поля на фоне черной дыры имеет вид: 
 

   
               ,                (3) 

принимая во внимание, что электромагнитное 

поле в искривленном пространстве-времени 

следует уравнению 
 

   
          

        ,           (4) 

где               и    – четыре векторных 

потенциала. После разделения переменных ра-

диальные части приведенных выше уравнений 

принимают вид 
    

   
                ,             (5) 

где индекс                относится к скаляр-

ному полю,          относится к электро-

магнитному полю,             относится к 

дираковскому полю и *r  – черепашья координа-

та, определенная как 

    
  

    
.                              (6) 

Эффективные потенциалы для скалярного 

и электромагнитного случая задаются в виде 

                
      

   
 

 

     

  
 ,        (7) 

и 

            
      

   .                   (8) 

С другой стороны, ковариантное уравне-

ние Дирака имеет вид 
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          ,  (9) 

где   – гамма-матрицы Дирака, а   – спино-

вые связи. После применения метода разделе-

ния переменных радиальная часть приведенно-

го выше уравнения может быть снова приведе-

на в форме уравнения Шредингера, однако с 

двумя различными потенциалами, соответст-

вующими двум различным хиральностям 
    

   
        

             ,        (10) 

где эффективные потенциалы имеют вид: 

  
         

   

 
     

   

 
 

     

 
 

      

  
 .   (11) 

Отметим, что потенциалы   
         и 

  
         могут быть преобразованы друг в дру-

га, подразумевая, что квазинормальные моды, 

полученные из этих двух, казалось бы, разных 

потенциалов, являются изоспектральными. По-

этому для расчета квазинормальных мод можно 

использовать любой из двух   
        . 

Здесь стоит отметить, что устойчивость 

скалярных и электромагнитных возмущений на 

общем фоне черной дыры может быть подтвер-

ждена положительной определенностью эффек-

тивного потенциала. Однако совсем недавно 

было показано, что ситуация с полем Дирака 

немного отличается, особенно если рассматри-

вать черные дыры с поправкой на более высо-

кую кривизну, а также изучать их в асимптоти-

ческом пространстве де Ситтера. Во-первых, 

было показано, что даже если эффективный по-

тенциал для одной из хиральностей состоит из 

отрицательного зазора, возмущение поля Дира-

ка может поддерживать стабильность черной 

дыры. Однако положительная определенность 

любого из потенциалов для любой из хирально-

стей не помогает асимптотически определить 

фон черных дыр, поскольку потенциал для обе-

их хиральностей в целом может иметь отрица-

тельные пробелы. Имея в виду эти особенности, 

мы планируем изучить частоты квазинормаль-

ных мод черной дыры Тауб-НУТ. На рис. 1 мы 

показали зависимость эффективного потенциа-

ла трех типов возмущений (а – скалярные воз-

мущения, б – электромагнитные, в – дираков-

ские) от радиальной координаты   при различ-

ных значениях параметра  . Из рис. 1 видно, 

что эффективный потенциал черной дыры Та-

уб-НУТ отличается от Шварцшильдовских зна-

чений около горизонта событий, и перестает 

отличаться с увеличением радиальной коорди-

наты. Наибольшее отличие достигается в точке 

максимума функции. С увеличением заряда 

НУТ максимальное значение эффективного по-

тенциала при всех возмущениях уменьшается. 

Квазинормальные моды являются решениями 

главного волнового уравнения, заданного урав-

нением (5), удовлетворяющим условиям чистых 

исходящих волн на бесконечности и чистых 

входящих волн на горизонте событий. 

а 

б 

в 

Рис. 1. Зависимость эффективного потенциала 

для скалярных: (а – левый верхний рисунок), 

электромагнитных (б – правый верхний рису-

нок) и дираковских возмущений (в – нижний 

рисунок) от радиальной координаты при раз-

личных значениях параметра НУТ   
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Приближение Венцеля, Крамерса и Брил-
люэна. Хорошо известно, что аналитическое вы-
числение частот квазинормальных мод практи-
чески невозможно в большинстве случаев, за 
исключением нескольких фоновых решений, 
таких как черная дыра Баньядоса–Банстера–
Занелли (BTZ). Поэтому, чтобы численно полу-
чить квазиномальные частоты, мы использовали 
приближение 3-го порядка Венцеля, Крамерса и 
Бриллюэна (ВКБ). Хорошо известно, что, осно-
вываясь на полуклассических аргументах, Шуц и 
Уилл предложили метод ВКБ, который позже 
был модифицирован путем сопоставления внеш-
них решений ВКБ по двум точкам поворота, что 
может быть сделано только тогда, когда две 
классические точки поворота достаточно близки. 
Затем потенциал во внутренней области был 
расширен с помощью расширения ряда Тейлора 
до шестого порядка. Асимптотическое прибли-
жение к внутреннему решению используется для 
соответствия ВКБ 3-го порядка. 

Формула для квазинормальных частот с 
использованием подхода ВКБ 3-го порядка за-
дается в виде: 

 
1/22
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, 

где   
   

 –  -я производная по черепашьей ко-

ординате в точке максимума эффективного по-

тенциала   ,    – высота максимума потенциала 

и        , где   – положительная константа. 
На самом деле здесь следует отметить, что 

точность метода ВКБ в решающей степени зависит 
от количества мультиполей   и обертонов  . В ра-
боте [4] было показано, что подход ВКБ хорошо 
работает в ситуациях, когда количество мультипо-
лей больше по сравнению с количеством оберто-
нов:      . Это настолько хорошее приближение, 
что результаты численного интегрирования волно-
вого уравнения и результаты ВКБ хорошо согла-
суются, но подход ВКБ не дает удовлетворитель-
ных результатов, если      , и неприменим для 
     . С другой стороны, результаты постепенно 
улучшаются с увеличением значений  . 

 
Численные оценки частот квазинор-

мальных мод черной дыры Тауб-НУТ. Здесь 
будут представлены численные значения частот 
квазинормальных мод черной дыры Тауб-НУТ 
для скалярных, электромагнитных и дираков-
ских возмущений, которые были получены с 
помощью приближения ВКБ 3-го порядка. Час-
тоты были получены для широкого диапазона 
значений параметров путем индивидуального 
изменения  ,   и  . Результаты для всех трех 
типов возмущений представлены в табл. 1.  
В работе было рассмотрено три значения муль-
типоля   от 0 до 2. При этом выбранные значе-
ния обертонов соответствовали условию     : 
для случая     соответствует только одно 
значение    , для случая     соответствуют 
значения     и     и для случая     соот-
ветствуют значения    ,     и    . Для 
каждой пары   и   было рассмотрено 5 значе-
ний параметра НУТ:     (случай решения 
Шварцшильда),      ,     ,      ,  . 

Во втором столбце табл. 1 представлены 
численные значения частот квазинормальных 
мод черной дыры Тауб-НУТ для скалярных 
возмущений. Из приведенных выше результа-
тов можно сделать вывод, что частота колеба-
ний (действительная часть числа) увеличивает-
ся с увеличением параметра мультиполя   и не 
зависит от параметра обертона  . С увеличени-
ем параметра НУТ частота колебаний уменьша-
ется для каждого значения мультиполя  . Наи-
меньшее значение соответствует случаю, когда 
    и    , а наибольшее значение достига-
ется при     и    . Таким образом, можно 
сделать вывод о том, что наличие параметра 
НУТ уменьшает частоту колебаний. 

Скорость затухающих колебаний (мнимая 
часть числа) так же увеличивается с увеличени-
ем параметра мультиполя l. Отметим, что в от-
личии от предыдущего случая, скорость зату-
хающих колебаний имеет очень сильную зави-
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симость от параметра обертона k и увеличива-
ется с увеличением k. В случае k = 0 и k = 2 ско-
рость затухающих колебаний уменьшается с 
увеличением параметра НУТ и наименьшее 
значение соответствует случаю, когда l = 1, 
k = 0 и n = M. Однако в случае, когда l = 1 и 
k = 1 мы получили необычный результат, а 
именно, скорость затухающих колебаний уве-
личивается с увеличением параметра НУТ. Ес-
ли в случае решения Шварцшильда скорость 

затухающих колебаний увеличивается на 19.3% 
при k = 1 относительно k = 0, то для ненулевых 
значений параметра НУТ увеличение варьиру-
ется от 40.2 до 221%. Другой интересный ре-
зультат был получен при l = 2 и k = 1: с увели-
чением параметра НУТ от 0 до 0.75 M скорость 
затухающих колебаний увеличивается, а затем 
наблюдается их уменьшение при n = M. Таким 
образом, наибольшее отличие скорости зату-
хающих колебаний достигается при k = 1. 

Т а б л и ц а  1 

Численные оценки частот квазинормальных мод черной дыры Тауб-НУТ 

Параметр 

НУТ 

Скалярные 

частоты 

Электромагнитные 

частоты 

Дираковские 

частоты 

        

                     -                    
                         -                    
                        -                    
                         -                    

                     -                    
        

                                                           
                                                              
                                                              
                                                               

                                                          
        

                                                   2.        
                                                              
                                                             
                                                               

                                                          
        

                                                           
                                                              
                                                             
                                                                

                                                             
l = 2, k = 1 

                                                             
                                                                  
                                                                 
                                                                 
                                                             

l = 2, k = 2 
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Подобное заключение можно сделать для 
электромагнитных и дираковских возмущений, 
результаты которых представлены во втором и 
третьем столбце табл. 1. 

 

Заключение. В работе были исследованы 
низколежащие частоты квазинормальных мод 
черной дыры Тауб-НУТ для скалярных, элек-
тромагнитных и Дираковских возмущений. Для 
проведения численных оценок использовалось 
приближение ВКБ третьего порядка. Было по-
казано, что частота колебаний при всех типах 
возмущений уменьшается с увеличением пара-
метра НУТ и с увеличением числа мультипо-
лей. Однако, как было показано в табл. 1, часто-
та колебаний не зависит от числа обертонов, в 
то время как скорость затухающих колебаний 
имеет сильную зависимость. Так, когда число 
обертонов равно 0 и 2 скорость затухающих 
колебаний уменьшается с увеличением пара-
метра НУТ. В случае, когда k = 1 с увеличением 
параметра НУТ от 0 до 0.75 M скорость зату-
хающих колебаний увеличивается, а затем на-
блюдается их уменьшение при n = M. 
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Quasi-normal modes of black holes determine the damping of disturbances at intermediate times and are im-
portant in studying the dynamics of black holes and external fields around them. Currently, interest in quasi-normal 
modes is due to three of their features. The first one is connected with the possibility of observing quasi-normal 
modes and obtaining a "trace" of a black hole with the help of new-generation gravitational antennas under construc-
tion. Recently, collaborations between the Laser Interferometric Gravitational Wave Observatory (LIGO) and the 
French-Italian gravitational wave detector located at the European Gravitational Observatory (VIRGO) reported the 
observation of a gravitational wave signal corresponding to the spiral and merging of two black holes, resulting in 
the formation of a single black hole. It was shown that the observations agree with Einstein's theory of gravity with a 
high accuracy, limited mainly by a statistical error. The second concerns the anti-de Sitter / Conformal field theory 
correspondence, which implies that a large black hole in anti-de Sitter space corresponds roughly to thermal states in 
Conformal field theory. Thus, the damping of black hole perturbations can be associated with the return to thermal 
equilibrium of the perturbed state in the Conformal field theory. Note that in anti-de Sitter space, the quasi-normal 
modes of black holes control the decay of the field at later times, since there are no power-law tails and the decay is 
always exponential. The third feature is associated with the possible connection of quasinormal modes of black holes 
in some space-time geometries with the Choptyuk scaling. This paper investigates the low-lying frequencies of the 
quasi-normal modes of the Taub-NUT (Newman-Unti-Tamburino) black hole for scalar, electromagnetic, and Dirac 
perturbations using the Wenzel, Kramers, and Brillouin (WKB) approximation of the third order. The influence of 
the NUT metric parameter on the considered types of frequencies of quasi-normal modes is shown.  

Key wards: quasinormal modes; black hole; scalar perturbations; damped oscillations. 
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