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ЗАВИСИМОСТЬ ВОЗДЕЙСТВИЯ КАВИТАЦИОННОГО ПУЗЫРЬКА НА ТЕЛО  

ОТ ФОРМЫ ВОЗНИКАЮЩЕЙ ПРИ ЕГО КОЛЛАПСЕ МИКРОСТРУИ 
 

 А.А. Аганин, Т.С. Гусева, Н.А. Хисматуллина 

 
Выполнено исследование влияния формы конца микроструи, возникающей при коллапсе кавитаци-

онного пузырька, на ее ударное воздействие на упругопластическое тело в том случае, когда пузырек ка-

сается поверхности тела. Конец струи аппроксимируется полусфероидом с полуосями R и R, где R – ра-

диус струи,  варьируется в диапазоне от 0.5 до 2. Считается, что струя направлена ортогонально поверх-

ности тела, скорость струи 250 м/с. Поверхность тела полагается плоской. Основное внимание направлено 

на начальную стадию удара c максимальной интенсивностью воздействия, представляющую для прило-

жений наибольший интерес. На этой стадии максимум давления на поверхности тела сохраняется на 

уровне не ниже давления, реализующегося в центре воздействия в самом начале удара. Динамика жидко-

сти в струе и окружающего ее газа описывается уравнениями относительно плотности, скорости и давле-

ния без учета влияния вязкости. Их численное интегрирование ведется методом CIP-CUP без явного вы-

деления границы струи с применением динамически адаптивных Soroban-сеток. Тело моделируется иде-

альным упруго-пластическим полупространством, деформации в котором считаются малыми, эффект пла-

стичности реализуется по условию Мизеса. Динамика тела рассчитывается UNO-модификацией метода 

С.К. Годунова, имеющей второй порядок точности. Показано, что во всем рассматриваемом диапазоне 

варьирования параметра  на начальной стадии удара давление на поверхности тела в центре области воз-

действия уменьшается, а на периферии сначала сильно увеличивается, а затем снижается. При этом ради-

альные профили давления на поверхности тела характеризуются сначала растущей, а затем уменьша-

ющейся неоднородностью. 

Установлено, что в своей начальной, наиболее интенсивной, стадии удар струи с рассматриваемым 

полусфероидальным концом можно интерпретировать как удар струи с полусферическим концом радиуса 

R /. При этом реакцию упруго-пластического тела на удар струи на этой стадии для любого  в диапазо-

не от 0.5 до 2 можно получить по результатам одного расчета, например, для конца струи с =1, просто 

умножая временной и пространственный масштабы на 1/. 

Ключевые слова: кавитация, коллапс пузырька вблизи тела, кумулятивная струя жидкости, удар 

струи жидкости по телу, динамика упругопластического тела. 

 

Введение. Явление кавитации широко рас-

пространено в природе и технике. С одной сто-

роны, кавитация может сопровождаться такими 

проблемами, как эрозия поверхностей твердых 

тел, вибрация, шум, понижение КПД различных 

технических устройств. С другой стороны, ка-

витация широко применяется, в частности, для 

очистки поверхностей от различных отложений, 

дробления камней в почках, желчном пузыре,  

 

 

 

 

 

 

 

 

эмульсификации тканей в хирургии катаракты, 

манипулирования ДНК в отдельных клетках 

живых организмов. 

Перечисленные проблемы, связанные с ка-

витацией, и ее полезные применения во многом 

обусловлены воздействием микроструй, обра-

зующихся на поверхности кавитационных пу-

зырьков при их несимметричном коллапсе 

вблизи поверхностей тел [1]. Разрушительный  
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эффект кавитации сильно зависит от парамет-

ров этих микроструй (их скорости, формы), ко-

торые, в свою очередь, сильно зависят от усло-

вий динамики пузырьков (температура и давле-

ние жидкости, геометрические характеристики 

пузырька, его удаленность от поверхности тела, 

параметры воздействия на пузырек и т.д.). 

В настоящей работе изучается влияние 

формы конца микроструи на ее ударное воз-

действие на поверхность упругопластического 

тела в одном из наиболее потенциально опас-

ных случаев, когда кавитационный пузырек 

касается поверхности тела. Отметим, что к на-

стоящему времени в основном рассматривался 

лишь удар жидкости с бьющей частью, име-

ющей плоскую, полусферическую или конусо-

образную форму [2]. 

Для рассматриваемого воздействия струи 

характерно наличие ударной волны в струе, ее 

взаимодействие с границей струи и сильные 

деформации самой границы. С учетом этого 

исследование нагружения поверхности тела ве-

дется с применением метода CIP-CUP [3] без 

явного выделения границы струи по методике, 

изложенной в [4], что позволяет эффективно 

учитывать все перечисленные особенности рас-

сматриваемого процесса. Тело моделируется 

идеальным упругопластическим полупростран-

ством [5]. Деформации в теле считаются малы-

ми, эффект пластичности реализуется по усло-

вию Мизеса. Динамика тела рассчитывается 

UNO-модификацией метода С.К. Годунова, 

имеющей второй порядок точности [6]. 

 

1. Постановка задачи. Рассматривается 

удар струи жидкости (воды, плотность  

ρ= 1000 кг/м
3
), возникающей на поверхности 

пузырька при его схлопывании, по плоской 

поверхности упругопластического тела из ни-

келевого сплава (модуль Юнга E = 196 ГПа,  

коэффициент Пуассона υ=0.3, плотность  

ρ= 8000 кг/м
3
, предел текучести Y0 = 125 МПа).  

 

Скорость струи V полагается равной 

250 м/с, давление жидкости в струе и окру-

жающем ее газе 1 бар. Основное внимание 

уделяется наиболее интенсивной начальной 

стадии удара. 

Изучается влияние формы конца струи 

жидкости в случае, когда кавитационный пу-

зырек касается поверхности тела. В литерату-

ре форма конца струи обычно считается полу-

сферической, однако результаты расчетов с 

применением метода граничных элементов 

показывают [7, 8], что конец струи в этом 

случае может быть как близким к полусфери-

ческому, так и более острым или более затуп-

ленным (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Возможные формы струи при коллапсе 

кавитационного пузырька вблизи тела по резуль-

татам расчетов [7] 

 

В настоящей работе форма конца струи 

определяется следующим выражением 

 2 2z R R r    ,        (1) 

где r и z – радиальная и осевая координаты ци-

линдрической системы отсчета,  – неотрица-

тельный параметр, R – радиус струи. Соглас-

но (1), конец струи представляет собой полусфе-

роид с радиальной полуосью R и осевой полу-

осью R. Значения  = 0 и 1 соответствуют стру-

ям с плоским и полусферическим концами.  

С увеличением (уменьшением)  конец струи 

становится все более заостренным (затупленным). 

 
 

Рис. 2. Полусфероидальная форма конца струи при  = 0.5 (а), 1 (b) и 2 (с) 
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Диапазон 0.5    2 позволяет аппрокси-

мировать большинство форм конца струи, реа-

лизующихся при схлопывании пузырька вблизи 

плоской твердой поверхности в расчетах [7, 8]. 

 

2. Математическая модель. Динамика 

жидкости в струе и окружающего ее газа опи-

сывается следующими уравнениями: 

ρt + u  ρ = –ρ∙u, 

ut + u  u = –ρ
1
p,                    (1) 

pt + u  p = –ρCS
2
∙u, 

где  – плотность, u – вектор скорости, p  дав-

ление, CS = CS1+(1  ) CS2, CS1 = [(p+B)/]
1/2

  

скорость звука в жидкости, CS2 = (γp/)
1/2

 – ско-

рость звука в газе, в настоящей работе Γ = 7.15,  

B = 3072 бар, γ = 1.4. Функция  =  (r, z, t) пред-

ставляет собой идентификатор среды [9]. В об-

ласти жидкости  = 1, в области газа  = 0,  

а в малой окрестности их контактной границы  

 непрерывно и монотонно меняется от 0 до 1. 

Контактная граница при этом рассматривается 

как переходная область, занятая смешанной сре-

дой. Изменение идентификатора  описывается 

уравнением переноса 

t + u   = 0.      (2) 

Для описания динамики тела используются 

следующие уравнения: 
 

( ) rrrr rz
b

S SS P Su

t r z r

  
   

  
,  

( )rz zz rz
b

S S P Sv

t r z r

  
   
  

, 

2
2

3

rrS u v u

t r z r

   
    

   
, 

2
2

3

zzS u v u

t r z r

   
     

   
,               (3) 

rzS u v

t z r

   
   

   
, 

2
2

3

S u v u

t r z r

   
     

   
, 

P u v u
K

t r z r

   
    

   
, 

 

где ρb – плотность материала тела, u, v – компо-

ненты вектора скорости вдоль осей r и z соот-

ветственно, Srr, Szz, Sφφ, Srz – компоненты девиа-

тора S тензора напряжений , P – всестороннее 

(гидростатическое) давление; σ = S – PЕ,  

Е  тензорная единица, K = λ+2/3µ – коэффици-

ент объемного расширения; λ = ρ (c1
2
 – 2c2

2
),  

µ = ρc2
2
 – параметры Ламе, c1 и c2 – продольная 

и сдвиговая скорости звука в теле.  

В пластических зонах предполагается вы-

полнение условия текучести Мизеса 

σi = Y0, 

где Y0 – предел текучести материала тела, σi – 

интенсивность напряжений,  

2 2

2 2

( ) ( )1

2 ( ) 6 .

zz rr zz

i

rr rz

S S S S

S S S





   
 

  
 

 

3. Методика расчета. В рамках принятой 

модели (3) деформации упругопластического 

тела считаются малыми, так что влияние пере-

мещения его поверхности на динамику жидко-

сти и газа не учитывается. В результате расчет 

воздействия струи фактически разбивается на 

два этапа. На первом этапе рассчитывается ди-

намика жидкости и газа и определяется закон 

изменения давления жидкости на поверхности 

тела, которое на этом этапе считается абсолют-

но жестким. На втором этапе рассчитывается 

динамика упругопластического тела в его при-

поверхностной части в окрестности области 

удара струи под действием определенного на 

первом этапе закона изменения давления жид-

кости. 

Для решения системы (1), (2) применяется 

метод CIP-CUP (Constrained Interpolation Profile – 

Combined Unified Procedure) [3] в сочетании с 

искусственной вязкостью. Расчеты проводятся с 

использованием динамически-адаптивной 

Soroban-сетки [10], которая в двумерном случае 

представляет собой набор узлов, расположенных 

на ряде параллельных направляющих линий. 

Взаимное расположение и количество как на-

правляющих, так и узлов на них может изме-

няться при адаптации сетки к решению. 

Для численного решения системы (3) ис-

пользуется UNO-модификация метода С.К. Го-

дунова [6], имеющая второй порядок точности 

как по пространству, так и по времени. При 

этом цилиндрическая система координат r, z 

вводится так, что ее начало располагается на 

поверхности тела в центре области воздействия, 

а ортогональная поверхности тела ось z направ-

ляется от тела. Расчетная область, представ-

ляющая собой квадрат [0, d] × [ d, 0], покрыва-

ется равномерной сеткой с шагом h. Левый край 

расчетной области интерпретируется как жест-

кая стенка, верхний – как свободная поверх-

ность, а правый и нижний – как искусственные 

границы. На искусственных границах ставятся 
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неотражающие условия [11]. Шаг по времени 

определяется из условия Куранта t=h/2c, где 

c = c1 – максимальная скорость распростране-

ния волн в теле, δ = 0.95. Для учета пластично-

сти на каждом шаге по времени напряжения в 

теле рассчитываются сначала как решение сис-

темы (3) без учета эффекта пластичности. Да-

лее, если в некоторой точке условие текучести 

нарушается, то есть если интенсивность напря-

жений в этой точке оказывается больше предела 

текучести, то тензор S корректируется в ней по 

формуле  0corr iS Y S  . 
 

4. Динамика жидкости и нагружение по-

верхности тела при ударе струи. Особенности 

динамики жидкости при ударе струи с заост-

ренностью / затупленностью ее конца в диапа-

зоне 0.5    2 по плоской твердой поверхно-

сти (стенке) и изменение давления на этой по-

верхности характеризует рис. 3. Здесь приведе-

на начальная стадия удара с максимальной ин-

тенсивностью воздействия на поверхность, 

представляющая для приложений наибольший 

интерес. В ходе этой стадии максимум давления  

 

жидкости на поверхности сначала растет, а за-

тем снижается. Рассматриваемая фаза снижения 

давления примерно ограничена моментом, ко-

гда максимум давления уменьшается до уровня 

давления в центре области воздействия в самом 

начале удара. 

Для всех трех представленных на рис. 3 

вариантов формы конца струи ( = 0.5, 1, 2) 

процесс удара развивается подобно тому, что 

имеет место в наиболее изученном в литерату-

ре случае удара сферической капли. В самом 

начале удара в жидкости в окрестности кон-

такта струи со стенкой возникает ударная вол-

на, уходящая вверх по струе. Первоначально 

(при t < t2) край этой волны совпадает с грани-

цей быстро расширяющейся области контакта 

струи и стенки. Затем в некоторый критиче-

ский момент времени tcr (t2 = tcr) край ударной 

волны отрывается от стенки и удаляется от нее 

вверх по свободной поверхности струи. Взаи-

модействие ударной волны с поверхностью 

струи приводит к образованию волн разреже-

ния, распространяющихся по сжатой жидкости 

в центральную область струи. 

 
 

Рис. 3. Удар струи по стенке при =0.5 (а, b), =1 (c, d) и =2 (e, f): изменение поля давления и поверхно-

сти струи (а, c, e) и радиальные профили давления на стенке (b, d, f) в процессе удара. Приведены момен-

ты времени t1-3 /(RD
-1

) для =0.5: = 0.05, 0.12, 0.58; для =1: 0.03, 0.06, 0.44; для =2: 0.02, 0.03, 0.2;  

момент t2 = tcr 
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В самом начале удара струи давление на 

твердой поверхности во всех представленных на 

рис. 3 случаях достигает уровня давления гидро-

удара pwh = VD, возникающего при аналоги-

чном одномерном ударе (здесь D = С +  V – 

скорость ударной волны в жидкости,  – плот-

ность жидкости, С,  – экспериментальные кон-

станты, С  С0, С0 – невозмущенная скорость 

звука в жидкости, для воды С0  1500 м/с,   2).  

В принятых условиях D = 2000 м/с, pwh  0.5 ГПа. 

Далее давление в центре области воздействия 

монотонно понижается от pwh, тогда как на пе-

риферии этой области оно сначала (примерно до 

момента t2) довольно сильно растет, а лишь за-

тем падает. Радиальное распределение давления 

на стенке является неоднородным, причем до 

момента t2 неоднородность возрастает, а затем 

снижается. Таким образом, момент t2 (или tcr) 

можно рассматривать как характерное время 

роста максимального давления на твердой по-

верхности. 

 

 
 

Рис. 4. Профили давления в момент t2 = tcr при  

 = 0.5 (сплошная кривая),  = 1 (□) и  = 2 () 

 

Используя простые геометрические сооб-

ражения, при относительно небольших скоро-

стях удара (M
 2
 << 1, где M = V/D) можно найти, 

что в случае полусферического конца (=1)  

tcr = RM/2D. Соответствующий критический 

радиус области воздействия струи на твердую 

поверхность есть RL,cr = RM. Его можно интер-

претировать как характерный радиус области с 

максимальной нагрузкой. В рассматриваемом 

диапазоне 0.5    2 в сравнительно большой 

окрестности оси струи полусфероидальный ко-

нец струи можно аппроксимировать полусфе-

рическим концом радиуса R*= R / , где R*  

радиус кривизны полусфероидального конца в 

точке r = z = 0. Таким образом, в диапазоне 

0.5    2 на начальной наиболее интенсивной 

стадии удар струи радиуса R с полусферои-

дальным концом можно интерпретировать как 

удар струи с полусферическим концом радиуса 

R* с соответствующим изменением в 1/ раз 

характерного временного tcr = R*M/2D и про-

странственного RL,cr = R*M масштабов. Это под-

тверждает рис. 4, где с использованием безраз-

мерной радиальной координаты r/R* сравнива-

ются профили давления на стенке в момент  

t2 = tcr для  = 0.5, 1 и 2. Видно хорошее согла-

сование. Имеющееся различие в малой окрест-

ности максимума обусловлено неполным соот-

ветствием расчетных сеток относительно без-

размерной радиальной координаты r/R*.  

Увеличение затупленности конца струи по 

сравнению с полусферическим (уменьшение   

в диапазоне 0.5   < 1) приводит, таким обра-

зом, к увеличению времени роста максимума 

давления на стенке и соответствующего радиу-

са области нагружения в 1/ раз, тогда как уве-

личение заостренности (увеличение  в диапа-

зоне 1 <   2) сопровождается их уменьшени-

ем в  раз. При этом интенсивность нагрузки на 

стенке в ходе рассматриваемой начальной ста-

дии удара при изменении  не меняется. 

 

5. Динамика упругопластического тела в 

окрестности места удара струи. Рис. 5 иллю-

стрирует основные особенности изменения ин-

тенсивности напряжений в теле и деформаций 

поверхности тела на начальной, наиболее ин-

тенсивной, стадии ударного воздействия струи 

с полусферическим концом. В окрестности цен-

тра области воздействия струи в силу высоких 

значений давления жидкости на поверхности 

тела возникает зона текучести (σi = Y0), размеры 

которой к моменту t3 сильно возрастают. При 

этом со временем из-за понижения давления 

жидкости в центре области воздействия струи в 

примыкающей к этой области части приповерх-

ностного слоя тела текучесть прекращается 

(момент t3).  

В результате воздействия струи на поверх-

ности тела возникает микровмятина с неболь-

шим выступом на краю. Размеры этой микро-

вмятины вдоль поверхности тела соответствуют 

диаметру ее нагруженной области. Со временем 

в рассматриваемом временном интервале ради-

ус и глубина микровмятины, а также величина 

периферийного выступа постепенно увеличи-

ваются. 
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Рис. 5. Поля интенсивности напряжений σi / Y0 в теле в три момента времени (в закрашенных областях  

σi = Y0) (а) и соответствующие профили поверхности тела (b) при =1 в те же моменты времени, что на 

рис. 3 (c, d) 

 

Анализ результатов расчетов для разных  

показывает, что и для исследования динамики 

упругопластического тела на начальной стадии 

удара струи с полусфероидальным концом в 

диапазоне 0.5    2 достаточно проанализи-

ровать лишь удар струи при одном значении , 

пусть это будет 1. Тогда данные для любого 

другого значения  можно получить умножени-

ем временного и пространственного масштабов 

на 1/. Это подтверждает рис. 6, где приводит-

ся сопоставление профилей микровмятины на 

поверхности тела в момент t = 7.3 tcr для  = 0.5, 

1 и 2 с использованием безразмерных коорди-

нат r/R* и z/R*. Как видно, профили являются 

подобными. 

 
 

Рис. 6. Профили поверхности тела в момент вре-

мени t = 7.3 tcr  при  = 0.5 (□),  = 1 (сплошная 

кривая) и  = 2 (). Для  = 1 этот момент равен 

моменту t3 

Заключение. Проведено численное иссле-

дование влияния формы конца микроструи, 

возникающей на поверхности кавитационного 

пузырька при его коллапсе, на ударное воздей-

ствие этой струи на плоскую поверхность упру-

гопластического тела. Считается, что струя бьет 

прямо по поверхности тела, что соответствует 

пузырьку, касающемуся тела. Скорость струи 

принимается равной 250 м/с, ее конец – полу-

сфероидальным с радиальной и осевой полу-

осями R и R, где R – радиус струи. Параметр  

варьируется в диапазоне от 0.5 до 2.  Изучена 

начальная стадия удара c максимальной интен-

сивностью воздействия на тело, представля-

ющая для приложений наибольший интерес. На 

этой стадии максимум давления на поверхности 

тела сохраняется на уровне не ниже давления, 

реализующегося в центре воздействия в самом 

начале удара. Показано, что при 0.5    2 на 

этой стадии давление на поверхности тела в 

центре области воздействия уменьшается, а на 

периферии сначала сильно увеличивается, а за-

тем снижается. При этом радиальные профили 

давления на поверхности тела характеризуются 

сначала растущей, а затем уменьшающейся не-

однородностью. 

Выявлено, что в своей начальной, наиболее 

интенсивной, стадии удар струи радиуса R  

с полусфероидальным концом в диапазоне  

0.5    2 можно интерпретировать как удар 
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струи с полусферическим концом радиуса  

R*= R / . Показано, что на этой стадии для 

анализа реакции упругопластического тела на 

удар струи с полусфероидальным концом дос-

таточно рассмотреть лишь одно значение  из 

этого диапазона, например, 1. Данные для дру-

гих значений  можно получить соответствую-

щим изменением (умножением на 1/) про-

странственного и временного масштабов. 
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INFLUENCE OF THE SHAPE OF A MICROJET ARISING  

AT THE CAVITATION BUBBLE COLLAPSE ON THE RESPONSE OF A BODY  

TO THE IMPACT OF THE JET 

 

 A.A. Aganin, T.S. Guseva, N.A. Khismatullina 

 

Institute of Mechanics and Engineering – Subdivision of the Federal State Budgetary Institution  

of Science «Kazan Scientific Centre of the Russian Academy of Sciences», 

2/31, ulitsa Lobachevskogo, 420111, Kazan, Russian Federation  

 
Consideration is given to the influence of the end shape of a microjet arising during the collapse of a cavita-

tion bubble on its impact upon an elastic-plastic body, in the case that the bubble touches the body surface. The 

end of the jet is approximated by a hemispheroid with semi-axes R and R, where R is the radius of the jet and  

varies from 0.5 to 2. The jet is supposed to be directed orthogonally to the body surface; the jet velocity is 

250 m/s. The body surface is assumed flat. The main focus of the research is the most intensive  initial stage of the 

impact, which is of great interest for applications. At this stage, the maximum pressure on the body surface per-

sists at a level not lower than the pressure attained in the impact centre at the very beginning of the impact. The 

dynamics of the liquid in the jet and the surrounding gas is described by the equations in terms of density, veloci-

ty, and pressure, without taking into account the viscosity effect. Their numerical integration is carried out using 

the CIP-CUP method along with dynamically adaptive Soroban grids without explicitly separating the jet bounda-

ry. The body is simulated by an ideal elastic-plastic half-space, where deformations are assumed small; the plas-

ticity effect is implemented by the Mises condition. The dynamics of the body is computed using the second-order 

accurate UNO-modification of the Godunov method. It is shown that in the range of the parameter  under study 

the liquid pressure on the body surface in the centre of the impact area decreases gradually during the entire initial 

impact stage, whereas on the periphery it increases steeply at first and then decreases. The radial pressure profiles 

on the body surface are therewith characterized by non-uniformity that grows at first and then decreases.  

It has been found that at its most intensive initial stage the impact of a jet with the hemispheroidal end can be 

interpreted as that of a jet with the hemispherical end of the radius R/. Thus, the elastic-plastic body response to 

the jet impact at this stage for any  in the range from 0.5 to 2 can be derived from the results of a single computa-

tion, for example, for a jet with the end corresponding to  = 1 via simple multiplication of the time and space 

scales by 1/. 

Key words: cavitation, bubble collapse near body, cumulative liquid jet, liquid jet impact on body, elastic-

plastic body dynamics. 

 




