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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ДВУХЧАСТИЧНЫХ Т-МАТРИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ  

В НЕПРЕРЫВНЫХ И ДИСКРЕТНЫХ ОБЛАСТЯХ СПЕКТРОВ 
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Как известно, основной проблемой при решении уравнения Фаддеева является выбор аппроксимации 

потенциалов взаимодействия, при котором Т-матричные элементы рассеяния приобретали бы сепарабель-

ный вид. Однако даже в таком случае решение уравнения Фаддеева не всегда становится практичным 

ввиду того, что входящие Т-матричные элементы в интегральные уравнения уже не факторизуются.  

В данной работе содержится вывод представления двухчастичных Т-матричных элементов рассеяния для 

кулоновского взаимодействия по специальным базисам без разложения по парциальным волнам, в кото-

ром выполняются теоремы сложения. Исходя из этого интегральные уравнения Фаддеева приводятся к 

факторизованному виду, что позволяет получить более точные решения по сравнению с ранее известными 

методами для трехчастичных систем с кулоновским взаимодействием. Результаты работы применимы не 

только в задаче трех тел при решении уравнения Фаддеева для трехчастичных систем, но и к системам, 

состоящим из произвольного количества частиц, уравнения которых относятся к классу уравнений Яку-

бовского – более общему, чем уравнения Фаддеева. 

Ключевые слова: кулоновские системы, асимптотическое поведение. 

 
Введение. Для анализа процессов столкно-

вений и реакций были развиты алгебраические 

подходы, основанные на представлении гамиль-

тониана в полном базисе квадратично интегри-

руемых функций. Одним из таких подходов, 

применительно к кулоновским системам, являет-

ся метод J-матрицы [1, 2], где в качестве базиса 

квадратично интегрируемых функций берутся 

лагерровские функции в конфигурационном 

пространстве. В работе [3] в качестве базиса 

квадратично интегрируемых функций мы брали 

четырехмерные гиперсферические функции в 

импульсном пространстве, определенные в [4, 5], 

которые основаны на разложении кулоновского 

потенциала. Так, T-матрица [3, (1.1)] в представ-

лении этого базиса, представляются в виде  

[3, (2.5)], а его матричные элементы выражаются 

как [3, (2.8)], которые можно представить в виде 

произведения отдельных матриц [3, (2.14)] 

( )T  τ B B A E .                  (1) 

В этой работе, в отличии от [3], мы рас-

смотрим конечный порядок этих матриц разме-

ра (N  N). Случай бесконечно размерных мат-

риц можно рассмотреть как предельный случай  

 

 

 

 

 

 

при N  , который будет рассмотрен в конце. 

Здесь и далее первый индекс через точку запя-

тую указывает порядок матрицы (вектора), или 

для вспомогательных значений указывает, что 

они принадлежат к матрицам того порядка, а 

вторые индексы (если указаны и есть) – его 

компоненты. 

Как и в [3], матричные элементы A  в (1) 

для конечного порядка можно представить в 

виде [3, (2.11)] J-матриц как 
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можно выразить в виде произведения [3, (2.12)] 
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Представление матрицы (2) в виде произведе-

ния вида (3) справедливо, если ( )n r  удовле-

творяет условиями 
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Очевидно, что определители выражаются в виде 
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Обратная матрица ( )N rA  (2) определяется из 

(3) в виде 
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Из (6) получим 
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Естественно из (5) 
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Некоторые представления n(r) для конеч-

номерных матриц. В представлении n(r) вида  

;
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из (4) ; ( )N nQ r удовлетворяют рекуррентным со-

отношением с конечным значением 

; 1 ; 1 ;2

2
1 ; 2

; 1

1

( )
( ) ( ) ( )

0,1,2, , 2

( )
( )

( )

n
N n N n N n

n

N N N

N N

N

r
Q r Q r Q r

n N

Q r
Q r

r

 

 






 



 






       (9) 

матричные элементы (7) будут иметь следую-

щий вид 
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а определитель из (8) 
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здесь N – размерность матрицы (10), в котором 

для бесконечномерной устремляем к бесконеч-

ности.  

К примеру рассмотрим матрицу NS  поряд-

ка N следующего вида 
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Вектор, образованный произведением (12) 

и (13), будет  
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Очевидно, что при всех тех значениях rn, в 

которых 

det ( ) 0, 0,1, , 1N nr n N  S          (16) 

вектор (13) VN будет собственным вектором 

матрицы 1(0)N


A  

1(0)n N N Nr  A V V  

с собственным значением nr . Отметим также 

интересное нужное нам соотношение 
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где использовано (11). 

Определение ; ( )N kQ r  и определите-

ля (11). Если представить 
, ( )N kQ r  в виде 
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где ,n pS  есть обобщенный многочлен Поллаче-

ка [6] (краткое изложение в [7, Гл.10, п.10.21]) 
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являющимся другой формой записи выражения 

[7, Гл.10, 10.21(15)] для целочисленных пара-

метров l . Для ; 1( )N NQ r  из (18a) можно пока-
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Тогда из (17) получим 
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где из (18a) 
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Очевидно, что при 0r   из [7, Гл.10.9] также 

следует, что  
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где 1l
NC  -- многочлен Гегенбауэра.  

Из [3, (2.10)] получим 
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Объединяя это выражение с (21), (19) в (11), по-
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Из (17) и (19) получим для последнего элемента 

вектора (15) в следующем виде 
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а элементы nP  в (14) будут иметь вид 
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таким образом, для определения собственных 

значений и векторов (12) достаточно знать (21) 

(или (22)). 
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Выражение (22) можно получить и другим 

способом. Так, из (2) получим рекуррентное 

соотношение для определителей вида 
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и представляя определитель det ( )n rA  как 
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получим рекуррентное соотношение для ( )nD r  

следующего вида 
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которая по виду совпадает с [3, (3.3)], но с разны-

ми начальными условиями. При этом в конечном 

результате начальное значение 1( ) 0D r   нужно 
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и таким образом из (25) получим 
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как видим, это выражение совпадает с (22). От-

метим что ( )nD r  в (27) являются ортогональ-

ными многочленами Поллачека вдоль разреза 

вещественных параметров Re 0y   [8] для бес-

конечного промежутка r   с весовой 

функцией  
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Вне разреза Re 0y   многочлены ( )nD r  уже не 

будут ортогональными. 

Теперь рассмотрим nP . Из (14) (или из 

(23)), а также из (25) можно выразить как 
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При таких значениях kr , в котором 
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и выражая связь между 1NP   и 2NP   при kr r  из 

(28), получим для (13) компонент ; 1N NV   в виде 
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Отметим, что данное выражение есть как 

следствие рекуррентного соотношения (26) и 

поэтому справедливо при всех параметрах y  

(условие ортогональности ( )nD r  является не 

обязательным). Соответственно нормированные 

собственные вектора (13) при kr r  (16) будут 
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Асимптотическое поведение при N   
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Его асимптотическое поведение при n   бу-
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Таким образом для (20) получим  
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Как видно, det ( ) 0r S при значениях kr , 

при которых Гамма функция в знаменателе бу-

дет бесконечной, т.е. при 
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В. Re 0, 0Imy y   (непрерывный спектр) 

Так как (21) вещественная функция при любых 

параметрах, то представим ее в виде (для сокра-

щенной записи 2 , 0i r
e t
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Очевидно, что асимптотическое поведение 

(21) при больших n  будет принимать вид 
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), и таким образом в этой об-

ласти для (20) получим  
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Как видим,  det n rS является быстро осцилли-

рующей функцией, а значения nr , определяемые 

из (16), будут неопределенными. Это связано с 

тем, что многочлены Поллачека в (18а) (или так-



ФИЗИКА 
 

22 

же (25)–(27)) ортогональны при Re 0y   и, как 

следствие, его корни при любых n  и 1n  пере-

межаются, что дает неопределенность в значе-

нии nr . С физической точки зрения это означает, 

что в области непрерывного спектра кулонов-

ский потенциал обусловлен дальнодействующим 

характером, где вместо базиса квадратично ин-

тегрируемых функций следовало бы брать реля-

тивистские сферические функции [9]. 
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As is known, the main problem in solving the Faddeev equation is the choice of approximation of the interac-
tion potentials, in which The t-matrix scattering elements would acquire a separable form. However, even in this 
case, the solution of the Faddeev equation does not always become practical, since the t-matrix elements included in 
the integral equations are no longer factorized. This paper contains a derivation of the representation of two-particle 
T-matrix scattering elements for Coulomb interaction on special bases without partial wave decomposition, in which 
addition theorems are fulfilled. Based on this, the Faddeev integral equations are reduced to a factorized form, which 
allows us to obtain more accurate solutions compared to previously known methods for three-particle systems with 
Coulomb interaction. The results of this work are applicable not only to the three-body problem when solving the 
Faddeev equation for three-particle systems, but also to systems consisting of an arbitrary number of particles whose 
equations belong to the class of Yakubovsky equations-more General than the Faddeev equations. 
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