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ДИНАМИКА ПУЗЫРЬКА ГАЗА В ЖИДКОСТИ У СТЕНКИ  

НА ТОРОИДАЛЬНОЙ ФАЗЕ ДВИЖЕНИЯ 

 

 М.А. Ильгамов, Л.А. Косолапова, В.Г. Малахов 

 

Рассматривается осесимметричная динамика одиночного кавитационного пузырька в идеальной 

несжимаемой жидкости вблизи плоской твердой поверхности (стенки) в случае превращения первона-

чально односвязного пузырька в тороидальный. Изучается влияние начального расстояния  между пу-

зырьком и стенкой на форму пузырька и поле давления в жидкости на тороидальной фазе движения. При-

меняется численная методика, использующая шаговый метод по времени для расчета движения контура 

пузырька в его осевом сечении и метод граничных элементов для определения нормальной составляющей 

скорости на контуре. Результаты получены для пузырька в воде на режиме его расширения и последу-

ющего сжатия. Дана оценка силового воздействия пузырька на стенку в зависимости от толщины разде-

ляющей их прослойки жидкости. Приведены радиальные профили давления на стенку и построены зави-

симости от времени давления в пузырьке и максимального давления на стенке. 

Установлено, что с увеличением начального расстояния между пузырьком и стенкой динамика пу-

зырька может развиваться по разным сценариям. При некотором критическом значении начального рас-

стояния тороидальная фаза динамики может завершиться его распадом в ходе сжатия пузырька. При на-

чальном расстоянии, превышающем это значение, тороидальный пузырек не только сжимается до дости-

жения своего минимального объема, но и испытывает значительное повторное расширение. При началь-

ном расстоянии меньше критического значения давление в тороидальном пузырьке вплоть до его распада 

не превышает максимального давления на стенке, а при увеличении этого расстояния данное соотношение 

меняется на противоположное. Наибольшее давление на стенке наблюдается, когда отношение начального 

расстояния между пузырьком и стенкой к максимальному радиусу пузырька примерно равно 0.8. 

Ключевые слова: пузырек газа в жидкости, тороидальный пузырек, потенциальное течение жидкости, 

метод граничных элементов. 

 

 

Введение. Известно, что кавитационное 

разрушение поверхности возникает в результа-

те воздействия кумулятивных струй, создавае-

мых схлопывающимися вблизи поверхности 

кавитационными пузырьками. При этом мак-

симальное давление на стенку достигается на 

тороидальной фазе движения пузырька, кото-

рая реализуется после удара кумулятивной 

струи по стенке или по слою жидкости между 

пузырьком и стенкой. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Представленные в литературе результаты 

[1, 2] показывают весьма сложный характер по-

ведения пузырька на тороидальной фазе, зави-

сящий от начальных данных: формы пузырька, 

его удаленности от стенки, разности давлений в 

пузырьке и окружающей его жидкости, поля 

скорости жидкости и т.д. В частности, в работe 

[1] рассмотрено расширение и последующее 

сжатие пузырька под действием разности дав-

лений в пузырьке и окружающей его жидкости  
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при безразмерном начальном расстоянии от 

центра пузырька до стенки γ=d0/Rmax, варьируе-

мом в диапазоне 0.8<γ<1.2. Здесь d0 – начальное 

расстояние от центра пузырька до стенки, Rmax – 

максимальный радиус пузырька при его расши-

рении в неограниченном объеме жидкости.  

Показано образование и перемещение вспле-

сков на поверхности тороидального пузырька, 

обусловленных столкновением высокоскорост-

ного потока жидкости в кумулятивной струе с 

массой относительно неподвижной жидкости.  

В [2] исследован более широкий диапазон из-

менения γ (0.5<γ<2), при этом сделан вывод, 

что наиболее разрушительным для стенки явля-

ется случай γ=1.3, поскольку при этом значении 

γ давление на стенке достигает своего макси-

мума. В работах [3, 4] установлено, что при 

1.6 возникающий при сжатии у стенки торои-

дальный пузырек в ходе своего последующего 

расширения может вновь превратиться в одно-

связный. 

Для изучения динамики кавитационного 

пузырька у стенки обычно применяется мето-

дика, основанная на шаговом методе по време-

ни и методе граничных элементов (МГЭ) [3, 5, 

6]. При оценке давления в жидкости, окру-

жающей пузырек, наиболее часто используют-

ся конечно-разностные формулы по времени и 

пространству для потенциала скорости жидко-

сти, найденного с помощью МГЭ [3, 6]. Такой 

способ расчета давления может приводить к 

значительным погрешностям даже при суще-

ственном измельчении шагов по времени и 

пространству. Поэтому в [7] предложен более 

точный способ, в котором давление в жидко-

сти вычисляется также с помощью интеграла 

Коши – Лагранжа, но частная производная от 

потенциала по времени, удовлетворяющая 

уравнению Лапласа, рассчитывается с помо-

щью МГЭ. 

В настоящей работе для изучения динами-

ки кавитационного пузырька используется ме-

тодика, основанная на МГЭ [8]. Для оценки 

давления в жидкости применяется способ, 

предложенный в [7]. Основное внимание в рас-

четах уделено определению давления жидкости 

на стенку. Построены профили давления в жид-

кости вдоль оси симметрии и на стенке вдоль 

радиальной оси, которые могут быть использо-

ваны при оценке повреждений поверхности те-

ла, подвергающейся удару струи жидкости [9, 

10]. Получены зависимости максимального 

давления на стенку от времени и от величины γ. 

1. Постановка задачи и метод решения 

Рассматривается осесимметричная дина-

мика кавитационного пузырька у плоской твер-

дой стенки. В начальный момент времени t=0 

маленький сферический пузырек радиуса R0 с 

центром, расположенным на расстоянии d0 

(R0<< d0) от стенки, расширяется под действием 

внутреннего давления pb0, значительно превы-

шающего давление жидкости на большом уда-

лении от пузырька p. Жидкость считается иде-

альной несжимаемой, ее движение потенциаль-

ным, поверхностное натяжение не учитывается. 

Давление в пузырьке bp  изменяется по закону 

  VVpp bb /00 , 

где V0, V  начальный и текущий объемы пу-

зырька, κ  показатель адиабаты. 

При расчетах используется методика, со-

стоящая из двух этапов и основанная на шаго-

вом методе для отслеживания движения конту-

ра во времени и МГЭ [8]. Каждый этап предна-

значен для одной из двух фаз движения пу-

зырька. Первая фаза включает расширение и 

последующее сжатие пузырька до момента 

t = tc, когда образующаяся на его поверхности 

кумулятивная струя ударяет по прослойке жид-

кости между пузырьком и стенкой. В этой фазе 

пузырек является односвязным. В момент t = tc 

в результате контакта струи с поверхностью 

прослойки пузырек становится тороидальным. 

Вторая фаза (t > tc) включает движение торои-

дального пузырька.  

Необходимой составной частью численной 

методики, обеспечивающей устойчивость счета, 

является процедура сглаживания функций, за-

дающих положение контура и величину потен-

циала скорости жидкости на нем. В этой и бо-

лее ранних работах авторов для процедуры 

сглаживания использовался сглаживающий ку-

бический сплайн. Все приведенные ниже ре-

зультаты получены при одинаковом значении 

малого параметра сглаживания. 

 

2. Результаты 

Для представления результатов использо-

ваны следующие безразмерные величины: 

 ppp /* , * 1/2/ ( / )v v p  , max

* /Rrr  , 

max

* /Rzz  , * 1/2

max/ [ ( / ) ]t t R p  , 

где p – давление, v – модуль скорости, r, z –

радиальная и осевая координаты осесиммет-

ричной системы отсчета с началом на поверх-

https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-94-011-0938-3_38
https://www.cambridge.org/core/journals/journal-of-fluid-mechanics/article/multioscillations-of-a-bubble-in-a-compressible-liquid-near-a-rigid-boundary/F55A0074F6D72272C714E233AA7B2D86
https://link.springer.com/article/10.1023/B%3Aengi.0000018172.53498.a2
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022460X96905155
http://sciencerb.ru/vyp/3_2015/5-11.pdf
http://sciencerb.ru/vyp/3_2015/12-18.pdf
http://sciencerb.ru/vyp/3_2016/5-14.pdf
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ности стенки и с осью z, проходящей ортого-

нально стенке через центр пузырька. 

Расчеты выполнены для пузырька в воде 

при комнатной температуре,  =1000 кг/м
3
, 

κ=1.33. Давление p∞ полагается постоянным, 

равным 1 бар. В момент t=0 принято 

R0=0.172Rmax, начальная скорость поверхности 

пузырька равна нулю. 

На рис. 1, а для  = 0.6, 1.0, 1.6  изображены 

контуры пузырьков на фазе движения односвяз-

ного пузырька: штриховая линия 1 – в началь-

ный момент времени t=0, линия 2 – в момент 

максимального расширения и линия 3 – в мо-

мент 
*
ct  касания кумулятивной струи противо-

положной стороны поверхности пузырька. Вид-

но, что формы пузырька в момент 
*
ct  сильно за-

висят от параметра γ: при γ =0.6 часть поверхно-

сти пузырька вблизи стенки в момент его макси-

мального расширения и при последующем 

сжатии оказывается почти плоской, при γ=1 пло-

ская часть поверхности пузырька оказывается 

значительно меньше и при γ =1.6 эта часть его 

поверхности остается близкой к сферической.  

Картины полей давления в окружающей 

пузырек жидкости в момент 
*
ct , приведенные на 

рис. 1, b, показывают, что максимальное давле-

ние в жидкости наблюдается у основания струи, 

и оно возрастает с ростом γ, также как и давле-

ние на стенке. 

                                    
 

         
     γ = 0.6                                         γ = 1.0                                        γ = 1.6 

b 

Рис. 1. Формы пузырька на фазе движения односвязного пузырька (а): штриховая линия 1 – момент t=0, 

линия 2 – момент максимального расширения, линия 3 – момент 
*
ct  и поле давления в жидкости, окру-

жающей пузырек, в момент 
*
ct  (b) для γ = 0.6, 1.0 и 1.6 

 
Т а б л и ц а 

 

Характеристики динамики пузырька в момент 
*
ct  для γ=0.6, 1.0, 1.6 и 3.0 

 

γ 
*
ct  Vc /Vm p

-* 
v

*
 z

*
прос 

0.6 2.2388 0.1700 0.7106 7.04 0.0055 

1.0 2.2355 0.0738 2.7463 8.12 0.0674 

1.6 2.1728 0.0137 22.283 9.87 0.9152 

3.0 2.0841 0.0067 60.580 15.61 2.8276 

a 
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γ=0.6 

 
γ=1.0 

 
γ=1.6 

 
Рис. 2. Формы пузырьков для γ=0.6, 1.0, 1.6 на тороидальной фазе движения в различные моменты време-

ни (
***

cttt  ) 

 

В таблице для четырех значений γ приведе-

ны некоторые характеристики пузырьков в мо-

мент 
*
ct , где Vc – объем пузырька, V0 – его объем 

в начальный момент времени t = 0, v
*
 – скорость 

конца струи и z
*
прос ‒ толщина прослойки жидко-

сти между пузырьком и стенкой. Видно, что с 

ростом γ время до удара кумулятивной струи 

уменьшается лишь на 7%, скорость конца струи 

возрастает в 2.2 раза, а давление в пузырьке и 

толщина прослойки жидкости между пузырьком 

и стенкой увеличиваются соответственно в 85 и 

514 раз. Таким образом, к моменту перехода в 

тороидальную фазу движения характеристики 

пузырьков заметно отличаются. 

На рис. 2 представлены формы пузырьков 

в несколько моментов времени ***

cttt 
 на 

тороидальной фазе движения для трех значений 

γ. Видно, что для γ=0.6 в результате удара ку-

мулятивной струи по поверхности тонкой про-

слойки жидкости на периферии области удара 

возникает всплеск, обусловленный столкнове-

нием струи с малоподвижной жидкостью в слое 

между пузырьком и стенкой. Этот всплеск, уве-

личиваясь по амплитуде, перемещается вдоль 

радиальной координаты. Одновременно с этим 

наблюдается возникновение еще двух вспле-

сков на наиболее удаленной от оси симметрии 

части поверхности пузырька. Среди них 

бóльший по размерам постепенно удаляется от 

стенки. В момент * 0.1034t   он вступает в 

контакт с первым из указанных всплесков, что 

приводит к распаду тороидального пузырька. 

При γ=1 наблюдается возникновение лишь 

одного всплеска жидкости. Он образуется на 

поверхности пузырька на периферии области 

удара струи. Со временем он сначала удаляется 

от центра удара вдоль нижней части поверхно-

сти пузырька, а затем переходит на ее боковую 

часть. При * 0.0965t   всплеск вступает в кон-

такт с верхней частью поверхности пузырька, 

что, как и в случае γ=0.6, приводит к распаду 

тороидального пузырька. Отметим, что распад 

тороидальных пузырьков при γ= 0.6 и 1 реали-

зуется в процессе их сжатия. 

С увеличением начального расстояния ме-

жду пузырьком и стенкой до γ=1.6 отмеченных 

выше контактов между частями поверхности 

пузырька не наблюдается: тороидальный пузы-

рек сохраняет свою целостность вплоть до конца 

своего сжатия, наступающего при * 0.0163t    

(в этот момент давление в пузырьке равно 
* 38.15bp  ). В следующем за сжатием процессе 

его повторного расширения нижняя часть по-

верхности пузырька приближается к стенке и 

почти касается ее при * 0.2415t  . 
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* 0.0069t   0.0345           0.0690 

а 

   b       c 

Рис. 3. Поле давления в окружающей пузырек жидкости (а), профили давления на стенке (b) и вдоль оси 

симметрии (с) в несколько моментов тороидальной фазы динамики пузырька при γ=0.6 

* 0.0069t     0.0345            0.0690 

а 

   b    c 

Рис. 4. То же, что и на рис. 3, но для γ=1.0 

Поля давления в жидкости в окрестности 

пузырька, а также профили давления на стенке 

и вдоль оси симметрии в несколько моментов 

времени на тороидальной фазе динамики пу-

зырька для γ = 0.6 изображены на рис. 3. Анализ 

этих рисунков показывает, что при малой тол-

щине прослойки жидкости между пузырьком и 

стенкой (рис. 3, а) максимальное давление в 

жидкости на тороидальной фазе движения на-

ходится на стенке в центре области удара струи 

по прослойке жидкости. В начале тороидальной 

фазы ( * 0.0069t ) радиальные профили давле-

ния вдоль стенки имеют два локальных макси-

мума, наибольший из которых находится в цен-
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тре области удара струи, а второй, обусловлен-

ный столкновением радиального потока жидко-

сти между пузырьком и стенкой с массой менее 

подвижной жидкости вне пузырька, – на участ-

ке поверхности пузырька, наиболее удаленном 

от оси симметрии. 

Со временем на стенке на периферии об-

ласти ударного воздействия струи возникает 

третий локальный максимум, постепенно уда-

ляющийся от центра ударного воздействия. 

Его положение соответствует области указан-

ного выше при анализе рис. 2 всплеска жидко-

сти, образующегося на плоской части поверх-

ности пузырька. Со временем величина наибо-

лее удаленного от оси симметрии локального 

максимума значительно уменьшается, а уровни 

двух других локальных максимумов сближа-

ются при существенном понижении уровня 

центрального. Изменение давления вдоль оси 

симметрии до * 0.0069t  имеет немонотонный 

характер: с ростом z
*
 оно сначала довольно 

сильно понижается, после чего несколько воз-

растает. При * 0.0069t  по мере удаления от 

стенки давление на оси симметрии только 

уменьшается. 

Аналогичные представленным на рис. 3 ре-

зультаты для γ=1 приведены на рис. 4. Видно, 

что в первый из приведенных моментов времени 
* 0.0069t  наибольшее давление в жидкости 

равно p
*
=50.3. Оно реализуется в центре ударно-

го воздействия струи на уровне поверхности 

прослойки жидкости, тогда как максимум давле-

ния на стенке в этот момент, достигаемый на оси 

симметрии, равен 46.4. Со временем максималь-

ное давление в жидкости к моменту * 0.0103t  

возрастает до p
*
60, а затем падает. При этом 

для * 0.0103t  максимум давления реализуется 

на стенке (рис. 4, а, с). На рис. 4, b видно, что в 

начале тороидальной фазы на стенке возникает 

лишь один локальный максимум (в центре удар-

ного воздействия струи, r
*
=0). Однако с течени-

ем времени в окрестности всплеска жидкости на 

поверхности пузырька, отмеченного выше при 

анализе рис. 2, появляется еще один локальный 

максимум, по величине сравнимый с первым. 

     * 0.0069t    0.0163           0.0552 

а 

       b       c 

Рис. 5. То же, что и на рис. 3, но для γ=1.6. Момент * 0.0163t  соответствует максимальному сжатию пу-

зырька 
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γ=0.6       1.0       1.6      3.0 

Рис. 6. Давление в пузырьке 
*
bp  (линии 1) и максимальное давление на стенке в точке r

*
=0

*
00p  (линии 2) 

в зависимости от времени для ряда значений . Штриховые вертикальные линии отделяют фазу движения 

односвязного пузырька от тороидальной фазы: при 
* 0t  пузырек односвязный, при 

* 0t  – тороидальный 

Рис. 7. Максимальное по времени давление на 

стенке в точке r
*
=0 в зависимости от 

На рис. 5 представлены результаты для 

γ=1.6 в виде, аналогичном рис. 3. Видно, что 

максимальное давление в жидкости в момент 
* 0.0069,t  наблюдаемое в области конца куму-

лятивной струи, существенно выше, чем мак-

симумы давления в этот же момент времени 

при меньших . Со временем максимальное 

давление в жидкости уменьшается: к концу 

сжатия пузырька * 0.0163t  в 5 раз, к момен-

ту 0552.0* t – последующей стадии расшире-

ния  в 32 раза. При этом в начале тороидаль-

ной фазы максимум давления на стенке значи-

тельно ниже максимума давления в области 

удара струи. Так, при * 0.0069t (рис. 5, b) 

давление на стенке почти в 10 раз меньше мак-

симального давления в жидкости. 

С течением времени и ростом радиальной 

координаты r
*
 давление на стенке монотонно 

убывает (рис. 5, b). Иной, немонотонный харак-

тер, имеет изменение давления вдоль оси сим-

метрии (рис. 5, с), где в области конца кумуля-

тивной струи при 0069.0* t  наблюдается ло-

кальный максимум, значительно превышающий 

давление на стенке. В ходе следующей за сжа-

тием стадии расширения пузырька давление 

жидкости всюду, в том числе и на стенке, суще-

ственно снижается. 

На рис. 6 приведены зависимости от вре-

мени давления в пузырьке 
*
bp  и максимального 

давления на стенке в точке r
*
=0 

*
00p  в конце 

фазы движения односвязного пузырька и на то-

роидальной фазе для γ=0.6, 1.0, 1.6 и 3.0. 

При γ ≤ 1 в конце фазы движения одно-

связного пузырька давление в пузырьке 
*
bp  и на 

стенке 
*
00p  совпадает в пределах точности гра-

фика. С ростом  давление 
*
bp  заметно растет и 

намного превышает давление на стенке 
*
00p . 

На тороидальной фазе движения при γ ≤ 1 пу-

зырек до своего распада находится в стадии 

сжатия. При этом давление в нем оказывается 

значительно ниже давления на стенке. 

Как отмечалось выше, при γ≥1.6 на торои-

дальной фазе наблюдается как сжатие пузырь-

ка, так и его повторное расширение. При этом с 

ростом  отношение максимального давления в 

пузырьке к максимальному давлению на стенке 

возрастает. Так, при =1.6 это отношение равно 

1.4, а при =3.0 достигает значения 6.7. Инте-

ресно отметить, что для =3.0 максимальные 

давления на стенке и в пузырьке, в отличие от 

меньших значений , достигаются еще до пре-

вращения односвязного пузырька в тороидаль-

ный, т.е. пузырек переходит в тороидальную 

фазу на стадии его повторного расширения. 
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Расчеты показывают, что такой переход наблю-

дается при γ ≥ 2.5.  

На рис. 7 приведена зависимость макси-

мального давления на стенке в центре области 

ударного воздействия струи (в точке r
*
=0) от 

параметра . Видно, что наибольшее давление 

реализуется в случае, когда центр пузырька из-

начально расположен от стенки на расстоянии 

около 0.8Rmax. 

 

Заключение. Проведено численное иссле-

дование динамики пузырька газа в жидкости 

(воде) вблизи твердой стенки в случае, когда 

начальное давление в пузырьке существенно 

превышает давление в окружающей его жидко-

сти. Расчеты выполнены с использованием ме-

тодики, основанной на шаговом методе по вре-

мени и методе граничных элементов. Рассмот-

рены как односвязная, так и тороидальная фазы 

динамики пузырька.  

Проведен анализ изменения формы пу-

зырька, полей давления в окружающей пузырек 

жидкости, профилей давления на стенке и вдоль 

оси симметрии в зависимости от начального 

расстояния от пузырька до стенки, характери-

зуемого безразмерным параметром γ =d0/Rmax 

(d0 – начальное расстояние от центра пузырька 

до стенки, Rmax – максимальный радиус пузырь-

ка, достигаемый при его расширении в неогра-

ниченном объеме жидкости). Параметр γ варьи-

ровался в диапазоне 0.6<γ<3.0. 

Установлено, что с ростом γ динамика пу-

зырька может развиваться по разным сценари-

ям. Расчеты показали,  что при γ  1 тороидаль-

ная фаза динамики может завершиться его рас-

падом в ходе сжатия пузырька. При γ >1 торои-

дальный пузырек не только сжимается до дос-

тижения своего минимального объема, но и ис-

пытывает значительное повторное расширение. 

Показано, что при γ ≥ 2.5 динамика пу-

зырька переходит в тороидальную фазу на ста-

дии его повторного расширения.  

Установлено, что при γ ≤ 1.0 давление в то-

роидальном пузырьке вплоть до его распада  не 

превышает давление на стенке в центре области 

воздействия пузырька, а при γ > 1.0 данное соот-

ношение меняется на противоположное. 

Выявлено, что наибольшее по времени 

давление на стенке наблюдается при γ  0.8. 
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The axisymmetric dynamics of a single cavitation bubble in ideal incompressible liquid near a plane solid 

surface (wall) is considered in the case of the transformation of an initially one-connected bubble into a toroidal 

one. The influence of the distance between the bubble and the wall on the bubble shape and the pressure field in 

the liquid at the toroidal phase of the bubble motion is studied. The time-based stepping method and the boundary 

element method are used respectively for calculating the motion of the bubble surface and the normal liquid ve-

locity component on it. The results are obtained for a bubble in water at its expansion and subsequent collapse. 

The action of the bubble on the wall is evaluated depending on the thickness of the liquid layer between the bub-

ble and the wall. The radial pressure profiles on the wall and the time dependences of the pressure inside the bub-

ble and the maximum pressure on the wall are presented. 

It is found that the bubble dynamics scenario depends on the initial distance between the bubble and the wall. 

At a certain critical value of the distance, the toroidal phase of the bubble dynamics can end with the decay of the 

bubble during its collapse. At distances exceeding this value, the toroidal bubble not only shrinks to its minimum 

volume but also undergoes a significant re-expansion. At an initial distance less than the critical value, the pres-

sure in the toroidal bubble up to its disintegration does not exceed the maximum pressure on the wall, whereas 

with increasing the distance this ratio reverses. The greatest pressure on the wall is observed when the ratio of the 

initial distance between the bubble and the wall to the maximum bubble radius is about 0.8. 

Key words: gas bubble in liquid, toroidal bubble, potential liquid flow, boundary element method. 




