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ВИБРОДИАГНОСТИКА ПОВРЕЖДЕНИЯ СТЕРЖНЯ 

 А.Г. Хакимов 

Исследуются собственные продольные, крутильные и изгибные колебания стержня с одним поврежде-

нием. В стержне имеется короткий участок с меньшей площадью поперечного сечения, который может быть 

в любом месте по длине стержня. Этот участок моделирует повреждение, в частности, раскрытую трещину. 

Задача состоит в определении координаты повреждения и его размеров: длины и площади поперечного се-

чения в приближении гипотезы плоских сечений по собственным частотам продольных колебаний. Получе-

но, что при расположении повреждения в узле колебаний собственные частоты продольных колебаний не 

зависят от длины поврежденного участка. Зависимости круговых частот продольных колебаний стержня от 

координаты повреждения имеют периодический характер. С ростом длины поврежденного участка происхо-

дит уменьшение первых двух низших собственных частот продольных колебаний стержня. С ростом отно-

сительной площади поврежденного участка происходит увеличение первых двух низших собственных час-

тот продольных колебаний стержня. По трем собственным частотам продольных колебаний определяются 

координата, длина и площадь поперечного сечения стержня в зоне повреждения. Получено частотное урав-

нение крутильных колебаний стержня с поврежденным участком. С возрастанием параметра жесткости по-

перечного сечения в зоне повреждения при постоянном значении полярного момента инерции в этой зоне 

две низшие частоты собственных крутильных колебаний стержня увеличиваются. А с увеличением полярно-

го момента инерции в зоне повреждения при постоянном значении параметра жесткости поперечного сече-

ния в этой зоне две низшие частоты собственных крутильных колебаний стержня уменьшаются. По двум 

собственным частотам крутильных колебаний при известных координате повреждения и его длине опреде-

ляются полярный момент инерции и параметр жесткости поперечного сечения стержня в зоне повреждения. 

По низшей частоте изгибных колебаний по известной координате, длине, площади поперечного сечения в 

зоне повреждения определяется осевой момент инерции поперечного сечения стержня в этой зоне. Указаны 

также другие варианты определения параметров повреждения по собственным частотам колебаний.  

Ключевые слова: стержень, собственные частоты, продольные колебания, крутильные колебания, из-

гибные колебания, повреждение, длина поврежденного участка, координата  

Введение. В случае стержней конечной 

длины для определения наличия его дефектов 

может быть использовано изменение спектра 

собственных частот продольных колебаний [1–

6], крутильных колебаний [7], изменение часто-

ты собственных изгибных колебаний [8] или 

продольных и изгибных колебаний [9]. В [1] и 

ряде других работ трещина в стержне, совер-

шающем продольные колебания, моделируется 

как продольная пружина, а повреждение в бал-

ке, совершающей изгибные колебания, модели-

руется вращательной пружиной. В [3] дается 

решение задачи определения переменной пло-

щади поперечного сечения от продольной ко-

ординаты по известной зависимости перемеще-

ния свободного конца стержня от частоты воз-

мущающей силы. В [6] приводится простейшая 

 

 

модель продольных колебаний стержня с заро-

ждающимися поперечными трещинами, где 

существенным допущением является малость 

размера трещины по сравнению с площадью 

поперечного сечения стержня и малое отличие 

форм колебаний стержня с зарождающимися 

трещинами и неповрежденного стержня. Учи-

тывается различное проявление трещин в фазах 

деформаций растяжения и сжатия. Определя-

ются собственные частоты колебаний, а также 

координаты и размеры трещин по эксперимен-

тальным значениям собственных частот. Реше-

нию обратных задач о продольных, крутильных 

и изгибных установившихся волнах в стержнях 

конечной длины посвящены работы [2, 4–9]. 

В [8] исследовано поведение собственных час-

тот балки с продольным надрезом (трещиной) 
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и балки без надреза (бездефектной балки). Выяв-

лено, что одного спектра частот изгибных колеба-

ний еще недостаточно для однозначной идентифи-

кации глубины и ширины продольного надреза. 

Метод конечных элементов используется для ана-

лиза изгибных колебаний невращающегося ротора 

с открытыми трещинами в [10]. В [11] представлен 

интегральный признак идентификации дефектов в 

элементах стержневых конструкций, позволяющий 

определять не только их наличие и местоположе-

ние, но и степень поврежденности.  

Здесь исследуются собственные продоль-

ные, крутильные и изгибные колебания стержня 

с одним повреждением. Решена обратная задача 

по определению параметров повреждения 

стержня по собственным частотам продольных, 

крутильных и изгибных колебаний.  

Продольные колебания. Продольные коле-

бания стержня с надрезом и с сосредоточенными 

массами на концах рассмотрены в [4], где получе-

ны частотные уравнения в виде определителя. Рас-

сматривается напряженно-деформированное со-

стояние прямого стержня, закрепленного верхним 

и нижним концами на упругом подвесе жестко-

стью k1x и k2x и растянутого под действием собст-

венного веса и силы тяжести грузов массами M1, 

M2 (рис. 1). Обозначим через L, F − длину и пло-

щадь поперечного сечения стержня, E, ρ, μ − модуль 

упругости, плотность и коэффициент внутреннего 

трения, через l, f − длину и площадь поперечного 

сечения повреждения, xc − его координату, u, T − 

перемещение и силу натяжения стержня. Вблизи 

повреждения имеется сложное пространственное 

напряженно-деформированное состояние, однако 

для простоты принимаем одноосное растяжение – 

сжатие. Между напряжением σ и деформацией ε 

принимается следующая зависимость: 

, .
u
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  
      

  
 

В соответствии со сказанным имеем 
2 3 2

2 2 2

2

0,

.

   
    

    

  
   

   

u u u
E

x x t t

u u
T EF

x x t

 (1) 

Отсчитывая координату x от точки крепле-

ния, запишем граничные условия 
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Обозначая функции в областях 0 x  xc, 

xc  x  xc + l, xc + l  x  L индексами «1», «2», 

«3» соответственно, запишем условия стыкова-

ния решений при x = xc и x = xc + l (условия ра-

венства усилий и перемещений): 
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Рис. 1. Расчетная схема 

Условия вида (3), (4) приводятся также в 

статье [12], где предложена универсальная про-

цедура обработки данных разрезного стержня 

Гопкинсона [13].  

Частное решение задачи (1) при μ= 0 имеет вид 

 

 2

cos sin sin ,

, ,

    

    

i i i i l

i l i ii

u A x B x t

a a E

а шесть констант в этом решении, записанном 

для областей 0 x  xc, xc  x  xcl , xcl  x  L 

(xcl=xc + l) определяются из шести граничных 

условий (2)–(4). Отметим, что волновое число  

для продольных колебаний в зоне повреждения 

не изменяется, если модули упругости и плот-

ности материала стержня одинаковые на всех 

трех участках соответственно, i= (i=13). 

Для того чтобы Ai, Bi (i=13) не были равны 

нулю одновременно, необходимо, чтобы сле-

дующий определитель равнялся нулю 

det( ) 0.ija   (5) 
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Ненулевые элементы определителя (5) за-

писываются в виде 
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Условие (5) дает частотное уравнение, ко-

торое здесь не приводится из-за его громоздко-

сти. Если частное решение представить в ам-

плитудной форме ui=Cisin(αix+δi)sinωlt, то час-

тотное уравнение после исключения шести кон-

стант Ci, δi (i=1, 2, 3) записывается  
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(6) 

Когда коэффициенты k1x, k2x , тогда 

частотное уравнение упрощается.  

Для стержня без повреждения и без сосре-

доточенных масс из частотного уравнения сле-

дует, что cos αL = 0, а собственные частоты 

равны [1] αL = (2k 1)π/2 (k = 1, 2, …) или 

lk =(2k 1)πa/2L. 

Для определения xc, l и mf необходимо про-

вести анализ собственных частот продольных 

колебаний стержня с повреждением. Такой ана-

лиз проведен в работах [1–6]. 

Прямая задача. Решение уравнения (6) 

проведено численно для следующих парамет-

ров системы: E=210
11

 Па, ρ=7800 кг/м
3
, 

L=200 мм, диаметр образца D=10 мм, xc =15 мм, 

l=1 мм, k1x  , k2x=0, M1=0 кг, M2=0 кг. Ско-

рость звука a = 5063.6 м/с. При этом первая, 

вторая и третья собственные частоты стержня 

без повреждения ωl1 = 39770.1819 рад/с, 

ωl2 = 119310.5458 рад/с, ωl3 = 198850.9097 рад/с. 

Для стержня с повреждением при cx =15 мм, 

mf=0.707, l=1 мм решение прямой задачи дает, что 

круговые частоты продольных колебаний стержня 

ωl1 = 39690.0559 рад/с, ωl2 = 119118.3972 рад/с, 

ωl3 = 198671.0768 рад/с.  

На рис. 2 приводятся зависимости круго-

вых частот продольных колебаний стержня ωl1, 

ωl2, ωl3 от координаты повреждения xc для пара-

метра mf=0.707 и различных l (кривая 1 − 0.001, 

2 − 0.002, 3 − 0.003 м). Эти зависимости имеют 

периодический характер. На рис. 3 приводятся 

зависимости круговых частот продольных ко-

лебаний стержня ωl1, ωl2, ωl3 от длины повреж-

денного участка l для параметра mf=0.707 и 

различных координат xc (кривая 1 − 0.01, 2 − 

0.02, 3 − 0.03 м). Видно, что с ростом длины 

поврежденного участка происходит уменьше-

ние первых двух низших собственных частот 

продольных колебаний стержня. На рис. 4 да-

ются зависимости круговых частот продольных 

колебаний стержня ωl1, ωl2, ωl3 от параметра mf 

для длины поврежденного участка l=0.01 м и 

различных координат xc (кривая 1 − 0.01, 2 − 

0.02, 3 − 0.03 м). Видно, что с ростом относи-

тельной площади поврежденного участка (па-

раметра mf) происходит увеличение первых 

двух низших собственных частот продольных 

колебаний стержня. 

Обратная задача. Если частотное уравне-

ние записать для трех частот свободных про-

дольных колебаний, то из полученной системы 

уравнений определяются координата повреж-

дения xc, его длина l и параметр mf. Например, 

для круговых частот продольных колебаний 

стержня l1=39690 рад/с, l2 = 119118 рад/с, 

l3 = 198671 рад/с решение обратной задачи 

дает, что стержень имеет повреждение 

xc = 14.847 мм, mf = 0.722, l=1.075 мм.  

На рис. 5 приводятся зависимости коорди-

наты повреждения xc (фрагмент а), его длины l 

(фрагмент б) и параметра mf (фрагмент в) от 

круговых частот продольных колебаний стерж-

ня l1, для ωl2 = 118350 рад/с (кривая 1), 

ωl2 =118360 рад/с (кривая 2), ωl2 =118370 рад/с 

(кривая 3) , ωl3 = 202970 рад/с. 
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 а             б             в 

Рис. 2. Зависимости круговых частот продольных колебаний стержня ωl1, ωl2, ωl3 от координаты повреж-

дения xc для параметра mf=0.707 и различных l (кривая 1 − 0.001, 2 − 0.002, 3 − 0.003 м) 

 а             б             в 

Рис. 3. Зависимости круговых частот продольных колебаний стержня ωl1, ωl2, ωl3 от длины поврежденного 

участка l для параметра mf=0.707 и различных координат xc (кривая 1 − 0.01, 2 − 0.02, 3 − 0.03 м) 

 а             б               в 

Рис. 4. Зависимости круговых частот продольных колебаний стержня ωl1, ωl2, ωl3 от параметра mf для дли-

ны поврежденного участка l=0.01 м и различных координат xc (кривая 1 − 0.01, 2 − 0.02, 3 − 0.03 м) 
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Рис. 5. Зависимости координаты повреждения xc (фрагмент а), его длины l (фрагмент б) и параметра mf 

(фрагмент в) от круговых частот продольных колебаний стержня ωl1, для ωl2 = 118350 рад/с (кривая 1), 

ωl2 =118360 рад/с (кривая 2), ωl2 =118370 рад/с (кривая 3), ωl3 = 202.970 рад/с 

Проведенные исследования показывают, 

что по трем частотам свободных продольных 

колебаний можно определить координату по-

вреждения xc, его длину l и параметр mf. 

Крутильные колебания. Рассматривают-

ся собственные крутильные колебания стержня 

с повреждением. Стержень закреплен верхним 

и нижним концами на упругих опорах с жестко-

стью на кручение c1x и c2x и соединен по концам 

с дисками с моментами инерции J1 и J2 (рис. 6). 

Задача состоит в определении момента инерции 

и параметра жесткости поперечного сечения 

стержня в зоне повреждения. 

Рис. 6. Расчетная схема для крутильных колеба-

ний стержня 

Обозначим через Jp, Jk полярный момент 

инерции и параметр жесткости поперечного сече-

ния неповрежденной части стержня, через G мо-

дуль сдвига, через jp, jk полярный момент инерции 

и параметр жесткости поперечного сечения 

стержня в зоне повреждения, через φ, M угол по-

ворота и крутящий момент в сечении стержня, 

причем для стержня с круглым сечением [14] 
4

, .
2

k p p p

R
J J j J


    

Между крутящим моментом M и относи-

тельным углом закручивания   принимается 

следующая зависимость: 

, .kM GJ
x


   


 

Уравнение крутильных колебаний имеет 

вид 
2 2

2 2
0, .k p kGJ J M GJ

xx t

    
  

 
        (7) 

Граничные условия записываются в виде 

 

 

2

1 1 2

2

2 2 2

0 ,

.

x

x

M с J x
t

M с J x L
t

 
  



 
   



          (8) 

Условия стыкования решений при x = xc и 

x = xc + l (условия равенства крутящих момен-

тов и углов поворота) имеют вид 

 21 2
1 2, , ,k cm x x

x x

 
    

 
      (9) 

 

2 32
2 3

2

, ,

, .


   

 

  

k

k
c k

k

m
x x

j
x x l m

J

 (10) 

Частное решение задачи (7) имеет вид 

   cos sin sini i i i t i t iA x B x t a       , 

1 3 1

2 1

,

, .

       

   

t t p k

p k p p p

a J GJ

m m m j J

Шесть констант в этом решении, записан-

ном для областей 0 x  xc, xc  x  xcl , xcl  x  L, 

определяются из шести граничных условий 
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(8)–(10). Для того чтобы  , 1 3i iA B i    не были

равны нулю одновременно, необходимо, чтобы 

определитель вида (5) равнялся нулю. Ненуле-

вые элементы этого определителя записывают-

ся в виде 

     

     

   

   

2
11 1 1 12 1

2
25 2 2 3 3 3

2
26 2 2 3 3

31 1 32 1

33 2 34 2

, α ,

cos α α sin α ,

sin α αcos α ,

sin α , cos α ,

sin α , cos α ,

x t k

x t k

x t k

c c

k p c k p c

a c J a GJ

a c J L GJ L

a c J L GJ L

a x a x

a m m x a m m x

    

    

    

  

  

   

   

 

   

 

   

   

41 1 42 1

43 2 44 2

53 1 2

54 1 2 55 3 3

56 3 3

63 2 64 2

65 3 66 3

cos α , sin α ,

cos α , sin α ,

α sin α ,

α cos α , α sin α ,

α cos α ,

cos α , sin α ,

cos α , sin α .

c c

c c

k p cl

k p cl cl

cl

cl cl

cl cl

a x a x

a x a x

a m m x

a m m x a x

a x

a x a x

a x a x

 

   



   



 

   

Если частное решение представить в ам-

плитудной форме φi=Cisin(αix+δi)sinωtt, то час-

тотное уравнение после исключения шести кон-

стант Ci, δi (i=1, 2, 3) записывается как 

2 12
2 1 2

1 1 1

2

2 32
3 32

1 2 2

αα
α arctg tg α arctg

tg α

α

αα
tg α arctg α .

α

   
     

     
 
 

 
   

   

k
cl k c

x t

c

k
k cl

x t

GJ
x m x

c J

x

GJ
m x L

c J

 (11) 

В прямой задаче параметры mk и mp из-

вестны, в обратной задаче необходимо опреде-

лить эти величины. Когда коэффициенты жест-

кости c1x и c2x →∞ или равны нулю вместе с 

моментами инерции J1 и J2, тогда частотное 

уравнение упрощается. Для определения mk и 

mp необходимо провести анализ собственных 

частот крутильных колебаний вала с поврежде-

нием. 

Прямая задача. Решение уравнения (11) 

проведено численно для следующих парамет-

ров системы: G = 0.7710
11

 Па, ρ = 7800 кг/м
3
, 

a = 3141.9 м/с, L = 0.2 м, R=0.005 м, J1=J2=0, 

c1x→∞, c2x=0. При этом первая, вторая и третья 

собственные частоты стержня без повреждения 

ωt1 = 24676.7489 рад/с, ωt2 = 74030.2468 рад/с. 

Для стержня с повреждением при xc = 0.02 м, 

l = 0.005 м, mp=0.9, mk=0.8 решение прямой за-

дачи дает, что круговые частоты крутильных 

колебаний стержня ωt1 = 24349.9257 рад/с, 

ωt2 = 73373.6359 рад/с. На рис. 7 приводятся 

зависимости круговых частот крутильных коле-

баний стержня ωt1 (фрагмент а), ωt2 (фраг-

мент б) от параметра mk для координаты повре-

ждения xc = 0.02 м, длины l = 0.005 м и разли-

чных mp (кривая 1 − 0.90; 2 − 0.95; 3 − 1.00). 

Видно, что с возрастанием параметра mk две 

низшие частоты собственных крутильных коле-

баний стержня увеличиваются. На рис. 8 при-

водятся зависимости круговых частот крутиль-

ных колебаний стержня ωt1 (фрагмент а), ωt2 

(фрагмент б) от параметра mp для координаты 

повреждения xc = 0.02 м, длины l = 0.005 м и 

различных mk (кривая 1 − 0.600; 2 − 0.605; 3 − 

0.610). С возрастанием параметра mp две низ-

шие частоты собственных крутильных колеба-

ний стержня уменьшаются.  

Обратная задача. Если частотное урав-

нение записать для двух частот свободных 

крутильных колебаний, то из полученной сис-

темы уравнений определяются параметры mk 

и mp при известных координате повреждения xc 

и его длине l. Например, для координаты 

повреждения xc=0.02 м, длины l=0.005 м для 

круговых частот крутильных колебаний вала 

ωt1 = 24549 рад/с, ωt2=73700 рад/с решение об-

ратной задачи дает, что стержень имеет пара-

метры mk=0.6967, mp=0.9141.  

На рис. 9 приводятся зависимости пара-

метров: mk (фрагмент а), mp (фрагмент б) от 

круговой частоты крутильных колебаний 

стержня ωt1, для ωt2=73700 рад/с (кривая 1), 

ωt2=73710 рад/с (кривая 2), ωt2=73720 рад/с 

(кривая 3) для координаты повреждения 

xc=0.02 м, длины l=0.005 м.  

Проведенные исследования показывают, что 

при известных координате повреждения и его 

длине по двум частотам свободных крутильных 

колебаний можно определить параметр жестко-

сти и полярный момент инерции в зоне повреж-

дения.  

Изгибные колебания. Рассматривается на-

пряженно-деформированное состояние кон-

сольной балки (рис. 10). Обозначим через Jy, jy 

моменты инерции поперечного сечения относи-

тельно оси y неповрежденной балки и сечения 

балки в зоне повреждения, w прогиб балки. 

Уравнение, определяющее форму изгибных ко-

лебаний балки, имеет вид  
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24
*4 * 4

4
, ,

l fmw
w

EJx


   


 (12) 

где ml – масса единицы длины балки, ωf – час-

тота. Запишем граничные условия 

   0, 0 0 , 0, 0 ,


     


y z

w
w x M Q x L

x
   (13) 

где My, Qz – изгибающий момент и перерезыва-

ющая сила, которые определяются по формулам 
2 3

2 3
, .y y z y

w w
M EJ Q EJ

x x

 
  

 
 (14) 

     а              б 

Рис. 7. Зависимости круговых частот крутильных колебаний стержня ωt1 (фрагмент а), ωt2 (фрагмент б) 

от параметра mk для координаты повреждения xc = 0.02 м, длины l = 0.005 м и различных mp (кривая 1 − 

0.90; 2 − 0.95; 3 − 1.00) 

     а              б 

Рис. 8. Зависимости круговых частот крутильных колебаний стержня ωt1 (фрагмент а), ωt2 (фрагмент б) 

от параметра mp для координаты повреждения xc=0.02 м, длины l=0.005 м и различных mk (кривая 1 − 

0.600; 2 − 0.605; 3 − 0.610) 

     а              б 

Рис. 9. Зависимости параметров: mk (фрагмент а), mp (фрагмент б) от круговой частоты крутильных коле-

баний стержня ωt1, для ωt2=73700 рад/с (кривая 1), ωt2=73710 рад/с (кривая 2), ωt2=73720 рад/с (кривая 3) 

для координаты повреждения xc=0.02 м, длины l=0.005 м 
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Рис. 10. Расчетная схема для консольной балки 

Условия стыкования решений при x = xc и 

x = xc + l (условия равенства перемещений, уг-

лов поворота, моментов, перерезывающих сил) 

 

 

1 2
1 2 1 2

1 2

32
2 3 2 3

2 3

, , ,

, ,

, , ,

, .

y y

z z c

y y

z z c

w w
w w M M

x x

Q Q x x

ww
w w M M

x x

Q Q x x l

 
  

 

 


  

 

  

 (15) 

Условия (15) с учетом (14) записываются в 

виде 

 

 

2 2
1 2 1 2

1 2 2 2

3 3
1 2

3 3

22
3 32 2

2 3 2 2

33
32

3 3

, , ,

, ,

, , ,

, , .

y

y c

y

y

y y c

y

w w w w
w w m

x x x x

w w
m x x

x x

w ww w
w w m

x x x x

jww
m m x x l

Jx x

   
  

   

 
 

 

  
  

   


   

 

 (16) 

Пользуясь в дальнейшем обозначениями 

ξ , ξ ,ξ , , ε ,c c
c cl

x x lx w l
w

L L L L L


    

представим (13), (16) в виде (в дальнейшем 

тильда над w опускается) 

   
2 3

3 31
1 2 3

0, 0 0 , 0 1 ,
w ww

w
 

       
  

 

 

2 2
1 2 1 2

1 2 2 2

3 3
1 2

3 3

22
3 32 2

2 3 2 2

33
32

3 3

, , ,

, ,

, , ,

, .

y

y c

y

y c

w w w w
w w m

w w
m

w ww w
w w m

ww
m

   
  

   

 
   

 

  
  

   


     

 

     (17) 

Таким образом, в приведенной простейшей 

модели повреждения фигурируют длина повре-

ждения ε, его координата c  и параметр повре-

ждения my. 

Прогиб балки на трех участках представ-

ляется в виде [15] 

1 1 11 2 12 3 13 4 14

2 5 21 6 22 7 23 8 24

3 9 31 10 32 11 33 12 34

,

,

,

w C y C y C y C y

w C y C y C y C y

w C y C y C y C y

   

   

   

где 

1 2

cosλ ξ chλ ξ sin λ ξ shλ ξ
, ,

2 2

i i i i
i iy y

 
 

3

4 *4 4
4

cosλ ξ chλ ξ
,

2

sin λ ξ shλ ξ
, λ =λ ,

2

i i
i

i i
i i i

y

y L

 


 


линейно независимые решения уравнения (12) 

[15], удовлетворяющие условиям 

       

       

       

       

1 1 1 1

2 2 2 2

2
3 3 3 3

3
4 4 4 4

0 1, ' 0 0, '' 0 0, ''' 0 0,

0 0, ' 0 λ , '' 0 0, ''' 0 0,

0 0, ' 0 0, '' 0 λ , ''' 0 0,

0 0, ' 0 0, '' 0 0, ''' 0 λ .

i i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

y y y y

y y y y

y y y y

y y y y

   

   

   

   

Для стержня круглого поперечного сечения 

2

4 41 3 2 12

4
λ =λ , λ λ

f f

y

m
L

mER


 

и прямоугольного поперечного сечения 

2

4 41 3 2 12

12
λ =λ , λ λ ,

f f

y

m
L

mEH


   

где H – высота сечения. 

Функции 1 2 3 4, , ,i i i iy y y y  связаны между со-

бой соотношениями 

1 4 2 1 3 2 4 3

2 2 2 2
1 3 2 4 3 1 4 2

3 3 3 3
1 2 2 3 3 4 4 1

' λ , ' λ , ' λ , ' λ ,

'' λ , '' λ , '' λ , '' λ ,

''' λ , ''' λ , ''' λ , ''' λ .

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i

y y y y y y y y

y y y y y y y y

y y y y y y y y

   

   

   

Граничные условия и условия (17) в раз-

вернутом виде с учетом вышеприведенных со-

отношений принимают вид 

       

       

9 33 10 34 11 31 12 32

9 32 10 33 11 34 12 31

1 1 1 1 0,

1 1 1 1 0,

C y C y C y C y

C y C y C y C y

   

   

   

       

   

       

   

       

3 13 4 14

5 21 6 22 7 23 8 24

3 12 4 13

5 24 6 21 7 22 8 23

3 11 4 12

5 23 6 24 7 21 8 22

,

,

,

   

       

   

       

   

         

c c

c c c c

c c

c c c c

c c

y c c c c

C y C y

C y C y C y C y

C y C y

C y C y C y C y

C y C y

m C y C y C y C y
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   

       

3 14 4 11

5 22 6 23 7 24 8 21 ,

   

         

c c

y c c c c

C y C y
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       
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,
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C y C y C y C y

C y C y C y C y

C y C y C y C y

C y C y C y C y

       
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Для того чтобы 3 12C C  не были равны 

нулю одновременно, необходимо, чтобы сле-

дующий определитель основной матрицы был 

равен нулю. Это условие дает частотное урав-

нение, которое здесь не приводится. Из полу-

ченного частотного уравнения по низшей соб-

ственной частоте по известной координате по-

вреждения c , его относительной длине ε и от-

носительной площади mf можно определить па-

раметр my. 

Прямая и обратная задачи. Расчеты про-

ведены для следующих параметров стержня: 

E = 210
11

 Па, ρ = 7800 кг/м
3
, L = 200 мм, диа-

метр образца D=10 мм, xc=15 мм, l=1 мм, 

mf=0.9, my=0.4096. При этом вычисленные зна-

чения первой круговой собственной частоты 

балки с повреждением f1=1108.880110 с
-1

. Для

стержня без повреждения решение прямой за-

дачи дает, что собственные частоты изгибных 

колебаний балки f1=1112.752212 с
-1

. Решение

обратной задачи при xc=15 мм, l=1 мм, mf=0.9 

для f1=1111 с
-1

 дает, что my=0.5729. Таким об-

разом, по известной координате, длине, площа-

ди поперечного сечения в зоне повреждения по 

низшей частоте изгибных колебаний определя-

ется осевой момент инерции поперечного сече-

ния стержня в этой зоне. 

Пример. Рассмотрим решение прямой за-

дачи по определению трех низших собственных 

частот продольных колебаний, двух низших 

частот крутильных колебаний и одной низшей 

частоты изгибных колебаний стержня для сле-

дующих параметров системы: E=210
11

 Па, 

ρ=7800 кг/м
3
, L=200 мм, диаметр образца 

D=10 мм, k1x  , k2x=0, M1=0 кг, M2=0 кг, 

xc=40 мм, l=2 мм, mf=0.8, G=0.7710
11

 Па,

J1=J2=0, c1x→∞, c2x=0, mp=0.9, mk=0.8, my=0.5220. 

При этом первая, вторая и третья собственные 

частоты продольных колебаний стержня без по-

вреждения ωl1 = 39770.18194 рад/с, 

ωl2= 119310.5458 рад/с, ωl3=198850.9097 рад/с, 

первая и вторая собственные частоты крутиль-

ных колебаний ωt1=24676.74894 рад/с, 

ωt2=74030.24683 рад/с, первая собственная час-

тота изгибных колебаний консольной балки 

ωf1 =1112.752212 рад/с. Для стержня с повреж-

дением решение прямой задачи дает, что круго-

вые частоты продольных колебаний стержня 

ωl1=39688.95432 рад/с, ωl2=119375.2700 рад/с, 

ωl3=199248.035 рад/с, круговые частоты кру-

тильных колебаний ωt1=24557.37985 рад/с, 

ωt2= 73991.25473 рад/с, круговая частота изгиб-

ных колебаний ωf1=1112.167523 рад/с. 

Решение обратной задачи для круговых 

частот продольных колебаний стержня 

ωl1=39670 рад/с, ωl2=119400 рад/с, 

ωl3=199200 рад/с, круговых частот крутильных 

колебаний ωt1 = 24500 рад/с, ωt2=73980 рад/с и 

круговой частоты изгибных колебаний 

ωf1=1115 рад/с дает, что повреждение имеет па-

раметры: xc=44.65 мм, l=1.03 мм, mf=0.621, 

mp=0.818, mk=0.615, my=0.500. 

Обсуждение. Задача вибродиагностики 

стержня по собственным частотам продольных, 

крутильных и изгибных колебаний стержня с 

одним повреждением может быть решена также 

следующим образом.  

1. По четырем собственным частотам

крутильных колебаний определяются коорди-

ната, длина участка повреждения, полярный 

момент инерции и параметр жесткости попе-

речного сечения стержня в зоне повреждения. 

По двум собственным частотам изгибных ко-

лебаний при известных координате повреж-

дения и его длине определяются площадь и 

осевой момент инерции поперечного сечения 

стержня в этой зоне.  

2. По четырем собственным частотам из-

гибных колебаний определяются координата, 

длина участка повреждения, площадь и осевой 

момент инерции поперечного сечения стержня 

в зоне повреждения. По двум собственным час-

тотам крутильных колебаний при известных 

координате повреждения и его длине опреде-

ляются полярный момент инерции и параметр 

жесткости поперечного сечения стержня в зоне 

повреждения.  
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Выводы. Получено, что при расположении 

повреждения в узле колебаний собственные 

частоты продольных колебаний не зависят от 

его длины. По трем собственным частотам про-

дольных колебаний определяются координата, 

длина и площадь поперечного сечения стержня 

в зоне повреждения. По двум собственным час-

тотам крутильных колебаний при известных 

координате повреждения и его длине опреде-

ляются полярный момент инерции и параметр 

жесткости поперечного сечения стержня в зоне 

повреждения. По низшей частоте изгибных ко-

лебаний по известной координате, длине, пло-

щади поперечного сечения в зоне повреждения 

определяется осевой момент инерции попере-

чного сечения стержня в этой зоне. 

Работа выполнена при частичной под-

держке РФФИ (гранты 17-41-020400_ра, 

18-01-00150_а). 
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VIBRATION DIAGNOSTICS OF DAMAGE OF A ROD 

 A.G. Khakimov 

1
 Mavlyutov Institute of Mechanics, Ufa Federal Research Centre 

of the Russian Academy of Sciences, 

71, prospekt Oktybrya, 450054, Ufa, Russian Federation 

Natural longitudinal, torsional and flexural oscillations of a rod with one damage are investigated. In a rod 

there is a short site with the smaller cross-sectional area which can be in any place on rod length. This site models 

his damage, in particular, the opened crack. The intense deformed state within elasticity for a thin rod is consid-

ered. The task consists in determination of coordinate of damage and its sizes, lengths and cross-sectional areas in 

approach of a hypothesis of flat sections on natural frequencies of longitudinal oscillations. Within damage with a 

short length and near it there is a difficult spatial intense deformed state. It is received that at an arrangement of 

damage to knot of oscillations natural frequencies of longitudinal oscillations don't depend on its length. Depend-

ences of circular frequencies of longitudinal oscillations of a rod on the coordinate of damage have periodic char-

acter. To growth of length of the damaged site there is a reduction of the first two lowest natural frequencies of 

longitudinal oscillations of a rod. To growth of the relative area of the damaged site there is an increase in the first 

two lowest natural frequencies of longitudinal oscillations of a rod. Coordinate, length and cross-sectional area of 

a rod in a damage zone are determined by three natural frequencies of longitudinal oscillations. The frequency 

equation of tortional oscillations of a rod with the damaged site is received. With increase of parameter of rigidity 

cross section in a damage zone at constant value of the polar moment of inertia in this zone two lowest frequen-

cies of natural torsional oscillations of a rod increase. And with increase in the polar moment of inertia in a dam-

age zone at constant value of parameter of rigidity cross section in this zone two lowest frequencies of natural tor-

sional oscillations of a rod decrease. The polar moment of inertia and parameter of rigidity of cross section of a 

rod in a damage zone are determined by two natural frequencies of torsional oscillations at known to the coordi-

nate of damage and its length. The axial moment of inertia of cross section of a rod in this zone is determined by 

the lowest frequency of flexural oscillations on the known coordinate, length, cross-sectional area in a zone of 

damage. Also other options of determination of parameters of damage on natural frequencies of oscillations are 

specified.  

Key words: rod, natural frequencies, longitudinal oscillations, torsional oscillations, flexural oscillations, 

damage, length of the damaged site, coordinate. 




