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Уравнения общей теории относительности – это нелинейные уравнения второго порядка в частных 

производных и, как следствие, получение точных решений является сложной проблемой. Одним из реше-

ний этой проблемы является получение моделей тонкой самогравитирующей оболочки. Данный метод 

используется при изучении большинства явлений в теории гравитации, где обратное влияние материи на 

геометрию пространства-времени является ключевым фактором. Еще одной интересной проблемой, для 

изучения которой можно применять метод тонких оболочек, является «имитация» черной дыры. Рассмот-

рим систему, состоящую из сферически-симметричной черной дыры Шварцшильда и окружающей ее 

тонкой оболочки, расположенной на некотором фиксированном расстоянии от черной дыры. С точки зре-

ния гравитационной физики, наблюдатель на бесконечности не в состоянии отличить реальную черную 

дыру от кротовой норы с тонкой оболочкой, в которой выполнено условие имитации. Имитация черной 

дыры возможна только при достаточно жестких условиях на параметры модели. В частности, оболочку 

необходимо удерживать на фиксированном радиусе. В общем случае такое движение оболочки негеоде-

зично, и необходимы внешние силы для ее удержания. Радиус оболочки является также параметром, кото-

рый определяет возможность/невозможность имитации. В работе найден радиус для случая черной дыры 

Шварцшильда. В частности, в работе рассматривается модель кротовой норы, полученной в результате 

сшивки двух пространств-времен: черной дыры Шварцшильда и кротовой норы Дамура–Солодухина. Это 

решение отличается от черной дыры Шварцшильда параметром безразмерного реального отклонения λ и 

представляет собой дважды асимптотически плоское регулярное пространство-время. Показано, что они 

могут быть сшиты по заданному радиусу. В результате образуется тонкая оболочка между двумя сшиты-

ми многообразиями, состоящая из экзотической материи. Рассмотрены случаи, когда тонкая оболочка бу-

дет стабильной. Рассматривается ограничение по «массе» и по «силе», при этом ограничение по «силе» 

строже, чем ограничение по «массе».  
Ключевые слова: кротовые норы, черные дыры, анализ стабильности. 

Введение. Общая теория относительности 

(ОТО) Эйнштейна, последовательно объяснив-

шая силы гравитации искривлением простран-

ства-времени, допускает существование более 

сложных топологических конфигураций про-

странства-времени. В 1916 г. Фламм [1] выска-

зал предположение, что наша Вселенная может 

быть неодносвязной, и могут существовать 

туннели, называемые сейчас кротовыми нора-

ми, соединяющие отдаленные области одной 

Вселенной или даже соединяющие разные Все-

ленные. Лишь в 1988 г. Моррис и Торн [2] вы-

двинули гипотезу, что кротовые норы могут 

 

 

 

 

 

 

быть проходимыми. Условием существования 

проходимых Лоренцевых кротовых нор как ре-

шений уравнений ОТО является наличие экзо-

тической материи, обладающей отрицательным 

давлением и нарушающей нулевое энергетиче-

ское условие [3, 4]. Тем не менее существует 

несколько подходов к построению физических 

моделей кротовых нор. Известно, что некото-

рые квантовые эффекты могут нарушать энер-

гетические условия, например, эффект Казими-

ра [2] и в таких решениях радиус горловины 

кротовой норы, как правило, планковских 

масштабов. Другой подход заключается 
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в использовании гипотетических форм материи 

с экзотическими свойствами. Например, реше-

ние вида кротовой норы, поддерживаемой фан-

томным скалярным полем, найдено еще в 

1973 г. независимо друг от друга Эллисом и 

Бронниковым [5, 6]. Также известны модели 

кротовых нор с фантомной энергией [7] и др. 

Стоит отметить естественное стремление ми-

нимизировать использование экзотической ма-

терии, благодаря которому появились модели 

кротовых нор с тонкими оболочками (КНТО) 

[8–10]. Интерес к подобным решениям резко 

возрос в связи с недавним открытием того, что 

КНТО могут имитировать недавно наблюдае-

мые квазинормальные моды затухающих грави-

тационных волн, которые, как считается, харак-

терны исключительно для горизонта черных 

дыр [11–12]. Следовательно, получение модели 

КТНО и изучение ее стабильности имеет боль-

шое значение для понимания природы ком-

пактных астрофизических объектов. В работе 

получена модель кротовой норы путем сшивки 

методом Гарсия, Лобо и Виссера (ГЛВ) [13], 

метрики кротовой норы Дамура–Солодухина и 

черной дыры Шварцшильда. 

 

Формализм Гарсия–Лобо–Виссера. В ра-

боте будет использован формализм ГЛВ [13] 

для сшивки двух пространств-времен. Рассмот-

рим два пространственно-временных многооб-

разия,    и   , с метриками, заданными в ви-

де    
    

 
  и    

    
  , в терминах независимо 

определенных систем координат   
 
 и   

 . Единое 

многообразие   получается путем сшивки двух 

многообразий    и   , т.е.          

на их границах. Следовательно, граница пере-

сечения этих многообразий должна быть 

       , где    и    – область пересечения 

многообразий    и   .  

Рассмотрим общий вид двух статических 

сферически-симметричных пространств-време-

ни, заданных следующими линейными элемен-

тами: 

                
      

  
    

   

    
      

  
 

  

   
                        

   
     

        
    

   

на   , соответственно.  

Данный метод позволяет сшивать два про-

извольных сферически симметричных про-

странства-времени, используя процедуру «вы-

резать и вставить». Единое многообразие   

получается путем сшивки двух сферически 

симметричных многообразий    и    по вре-

мениподобной переходной поверхности Σ, т.е., 

по                . Тензор энергии-

импульса может быть описан в членах плотности 

энергии поверхности   и поверхностном давле-

нии   как                 . Из формализма 

ГЛВ следует обобщенный закон сохранения: 
     

  
  

  

  
                       

где    
  

  
, площадь поверхности оболочки 

      , и 

  
 

   
   

       
     

 
     

      
       

     

 
          

Первый член в уравнении (2) описывает 

изменение внутренней энергии тонкой оболоч-

ки, второй член описывает работу, выполняе-

мую внутренними силами тонкой оболочки. 

Правая часть уравнения описывает неоднород-

ность в законе сохранения для напряжений по-

верхности потока импульса многообразия и фи-

зическая интерпретация состоит в действии 

внешних сил на оболочку. Другими словами, 

член «внешняя сила» возникает вследствие 

  
   . Только при   

    имеем     и по-

лучаем известный закон сохранения для обо-

лочки кротовой норы. 

Допуская интегрируемость σ [13], что сле-

дует из       , можно определить массу тон-

кой оболочки, состоящей из экзотической мате-

рии в горловине кротовой норы как [14] 

              .         (4) 

Метод ГЛВ содержит неравенства, описы-

вающие стабильность вблизи статичного радиу-

са    [13], которые возникают из ограничений 

по массе 

  
     

 
 

  

 
  

 
 

 
  
  

     

 
 

 

 

 

   
     

 
 

 
 

 
  

     

 
 

 

 

 

   
     

 
 

 
 

  

  

 

 
 

 
  

 
     

 
 

  

   
     

 

 
 
     

 
 

  

   
     

 

  

  

                 

В случае   
   , возникает ограничение 

на «внешнюю силу» 
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В случае при   
    знак неравенства ме-

няется на противоположный. Ограничение по 

силе исчезает при   
   . 

 

Кротовая нора Дамура–Солодухина. 

Интерес к кротовым норам возрос после того, 

как стало понятно, что они могут имитиро-

вать спектр начальных квазинормальных мод 

после слияния. Эта возможность кротовых 

нор была впервые предложена Дамуром и Со-

лодухиным [14]. Это пример кротовой норы 

без горизонта, более известной как кротовая 

нора Дамура–Солодухина, отличается от чер-

ной дыры Шварцшильда параметром безраз-

мерного реального отклонения λ и представ-

ляет собой дважды асимптотически плоское 

регулярное пространство-время, соединенное 

горловиной.  

Метрика кротовой норы Дамура–Соло-

духина имеет следующий вид: 

                  
   

    
       ,  (7) 

где            ,                . 

При     решение сводится к обычной метри-

ке черной дыры Шварцшильда. Радиус горло-

вины кротовой норы Дамура–Солодухина 

      . 

Параметры гравитационного линзирования 

в сильном поле для кротовой норы Дамура–

Солодухина были исследованы в [15], где было 

показано, насколько должны быть малы значе-

ния параметра отклонения λ для того, чтобы 

наблюдательно совпадать с черной дырой 

Шварцшильда. 

Анализ стабильности модели кротовой 

норы Шварцшильда–Дамура–Солодухина. 

Преобразовав метрику Шварцшильда в форму 

ГЛВ уравнения (1), получаем 

        ,     ,                   (8) 

и подобным же образом преобразовав метрику 

Дамура–Солодухина (7), получим 

       ,    
 

 
     

   

      
      (9) 

Для того, чтобы использовать формализм 

ГЛВ, необходимо выяснить знак   
 . Поскольку 

    , то нужно рассмотреть только функцию 

  
 . Производная функции    по r имеет вид 

  
   

     

     
    

 
 
  

   
    

 
    

  
. (10) 

Поскольку рассматриваются радиусы только 

          , то легко доказать, что   
   . 

Подставим функции (8) и (9) в уравнения 

(5) и (6) и получим ограничение «массы» и 

«внешней силы» на тонкую оболочку кротовой 

норы: 

    
               

    
 

          
  

            ,       (11) 

  
               

  
           

 
                                 

                     
 ,     (12) 

где    
    

  
,   

   

    
, 

                             , 

                              , 

                      . 

Поскольку   должен быть больше      , 

то           и из уравнений (11) и (12) следу-

ет, что        . Таким образом, масса крото-

вой норы Дамура–Солодухина не может быть 

больше, чем масса черной дыры Шварцшильда. 

На рис. 1 представлен контурный график 

зависимости функции        от   и   в задан-

ных диапазонах. Из рис. 1 видно, что тонкая 

оболочка является стабильной при       . 

Следовательно, при значениях радиуса сшивки 

кротовой норы              кротовая нора 

стабильна. Однако если радиус сшивки опреде-

лен на интервале                    , то 

кротовая нора сколлапсирует. Стабильность 

тонкой оболочки уменьшается с увеличением  . 

Это означает, что наименьшая область стабиль-

ности тонкой оболочки достигается при 

        . С увеличением отношения массы 

черной дыры Шварцшильда к массе кротовой 

норы Дамура–Солодухина область стабильно-

сти тонкой оболочки увеличивается.  
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Рис. 1. Двумерный контурный график функции        в зависимости от   и   

 

 
Рис. 2. Двумерный контурный график функции          в зависимости от   и   при различных значе-

ниях  :        (а);      (б) 

 

На рис. 2 представлен график зависимости 

функции          от   и   при значениях 

      (рис. 2, а) и     (рис. 2, б). Из рис. 2, а 

видно, что тонкая оболочка является полностью 

стабильной при       и       . Отметим, 

что представленная на рис. 2, а область стабиль-

ности тонкой оболочки, вызванная ограничени-

ем «силы», является более строгой по сравнению 

с ограничением «массы». Как и в предыдущем 

случае, наименьшая стабильность тонкой обо-

лочки возникает при          и, с увеличе-

нием отношения      к    , область стабильно-

сти тонкой оболочки монотонно увеличивается. 

Отметим, что при увеличении параметра   ста-

бильность тонкой оболочки также увеличивает-

ся, что явно отражено на рис. 2, а и 2, б. 

 

Заключение. В работе были проанализиро-

ваны физические свойства и характеристики мо-

дели кротовой норы с тонкой оболочкой с внеш-

ним пространством-временем Шварцшильда. 

Причина выбора пространства-времени Шварц-

шильда в том, что оно является самым простым 

и хорошо обсуждаемым, особенно в контексте 
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существования черной дыры в центре галактики. 

С другой стороны существуют такие кротовые 

норы, которые являются практически неотличи-

мыми от черной дыры Шварцшильда. Примером 

такой кротовой норы является хорошо изученная 

кротовая нора Дамура–Солодухина. 

В результате анализа стабильности тонкой 

оболочки было показано, что рассматриваемая 

оболочка полностью стабильна, когда радиус 

сшивки              и              .  

В противном случае тонкая оболочка является 

нестабильной. С увеличением параметра   об-

ласть стабильности также увеличивается. Отме-

тим, что ограничение по «силе» сильнее, чем 

ограничение по «массе». 
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The equations of general relativity are nonlinear second-order partial differential equations, and, as a conse-

quence, obtaining the exact solutions is a difficult problem. One of the solutions to this problem is to obtain mod-

els with a thin self-gravitating shell. This method is used to study most of the phenomena in the theory of gravity, 

where the reverse effect of matter on the geometry of space-time is a key factor. Another interesting problem that 

can be studied using the thin shell method is the «simulation» of a black hole. Consider a system consisting of a 

spherically symmetric Schwarzschild black hole and a thin shell surrounding it, located at a certain fixed distance 

from the black hole. From the viewpoint of gravitational physics, an observer at infinity is unable to distinguish a 

real black hole from a wormhole with a thin shell, in which the simulation condition is satisfied. Simulation of a 

black hole is possible only under sufficiently stringent conditions for the parameters of the model. In particular, 

the shell needs to be held at a fixed radius. In the general case, such a movement of the shell is non-geodesic, and 

external forces are required to hold it. The radius of the shell is also a parameter that determines the possibility / 

impossibility of simulation. In this paper, the radius is found for the case of a Schwarzschild black hole. In partic-

ular, the paper considers a model of a wormhole obtained as a result of gluing two space-times: a Schwarzschild 

black hole and a Damour–Solodukhin wormhole. The latter solution differs from the Schwarzschild black hole in 

the parameter of the dimensionless real deviation λ and is a twice asymptotically flat regular space-time. It is 

shown that they can be glued along a given radius. As a result, a thin shell is formed between two glued manifolds 

consisting of exotic matter. Cases are considered when the thin shell is stable. It turns out that zones correspond-

ing to the «force» constraint are more restrictive than those corresponding to the «mass» constraint. 

Key words: wormhole, black holes, stability analysis. 


