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Приведены решения прямой и обратной задач о продольных колебаниях стержня с переменной пло-

щадью поперечного сечения. Закон изменения площади сечения моделируется в виде экспоненциальной 

функции от многочлена степени n. Метод реконструкции данной функции основан на представлении фун-

даментальной системы решений прямой задачи в виде ряда Маклорена по переменным x и λ. Представле-

ны примеры решения для различных функций сечения и различных краевых условий. Показано, что для 

восстановления n неизвестных коэффициентов многочлена требуется n собственных значений, причем 

решение двойственно. Однозначное решение получено только для случая упругого закрепления на одном 

из концов стержня. С помощью «зашумления» входных данных произведена численная оценка погрешно-

сти метода. Показано, что погрешность нахождения переменной площади сечения менее 1% при погреш-

ности собственных значений продольных колебаний не более 0.0001. 
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Введение. Стержни различной конфигура-

ции являются элементами многих конструкций 

и машин, поэтому получила широкое развитие 

акустическая и вибрационная диагностика та-

ких деталей [1–4]. Задача определения собст-

венных частот колебаний стержней с перемен-

ной площадью сечения хорошо изучена. Как 

правило, такие стержни моделируются в виде 

ступенчатых стержней [5], т.е. стержень состо-

ит из двух и более частей с различными диа-

метрами или в виде конического стержня [6].  

В настоящей работе предлагается описывать 

площадь сечения в виде функции от продоль-

ной координаты. Кроме прямой задачи, предла-

гается решить и обратную задачу, т.е. опреде-

лить закон изменения площади сечения по соб-

ственным частотам колебаний. Так как площадь 

сечения входит в уравнение колебания, то рас-

сматриваемая постановка относится к обратным 

коэффициентным задачам. В [2] исследуются 

собственные продольные, крутильные и изгиб-

ные колебания стержня с одним повреждением. 

В стержне имеется короткий участок с меньшей  

 

 

 

 

 

 

 

 

площадью поперечного сечения, который мо-

жет быть в любом месте по длине стержня. 

Этот участок моделирует повреждение, в част-

ности, раскрытую трещину. Получено, что при 

расположении повреждения в узле колебаний 

собственные частоты продольных колебаний не 

зависят от длины поврежденного участка. По-

казано, что по трем собственным частотам про-

дольных колебаний определяются координата, 

длина и площадь поперечного сечения стержня 

в зоне повреждения. В работе [3] рассмотрены 

обратные коэффициентные задачи о восстанов-

лении модуля упругости, плотности и функции 

сечения стержня с жестко закрепленным левым 

концом. Восстановление происходит по ампли-

тудно-частотным характеристикам колебания 

правого конца, причем частоты колебания 

должны быть далеки от резонансных. Анало-

гичные исследования приведены в работе [4], 

где описан итерационный алгоритм, основан-

ный на аппарате интегральных уравнений 

Фредгольма первого и второго рода и их дис-

кретизации. В отличие от работ [3, 4] в данной  
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работе граничные условия могут быть любые, а 

для восстановления функции сечения использу-

ется конечное число собственных значений.  

В [7] рассмотрены собственные поперечные ко-

лебания прямого стержня с поперечным сечени-

ем прямоугольной формы, имеющим постоян-

ную высоту и переменную ширину, изменяю-

щуюся по экспоненциальному закону. Аналити-

ческим методом получены значения частот соб-

ственных колебаний при различных функциях 

изменения поперечного сечения стержня и раз-

личных способах его закрепления. В зарубежной 

литературе для решения обратных задач получил 

широкое развитие метод конечных элементов [8, 

9]. В [8] рассмотрена задача идентификации 

трещин стержней, где для восстановления ис-

пользуется собственная частота вместе с собст-

венной формой. В работе [8] основной упор де-

лается на фильтрацию входных данных. В [9] 

приведена процедура идентификации для опре-

деления характеристик трещины (расположение 

и размер трещины) на основе динамических из-

мерений. Эта процедура основана на минимиза-

ции «среднеквадратического» или «максималь-

ного» показателя разницы между данными изме-

рений (собственные частоты и формы колеба-

ний) и соответствующими прогнозами, получен-

ными из вычислительной модели. 
 

Постановка задачи. Требуется определить 

закон изменения площади сечения по конечному 

числу собственных частот продольных колеба-

ний стержня. Предполагается, что площадь сече-

ния меняется вдоль оси и описывается функцией 

от продольной координаты. Свободные продоль-

ные колебания стержня с переменной площадью 

сечения описываются уравнением: 
2

2
( ) ( ) 0,

u u
EF x F x

x x t

   
  

   
       (1) 

где u(x,t) – перемещение сечения с координатой 

x, F(x) – площадь поперечного сечения стержня 

с координатой x, модуль упругости E и плот-

ность ρ стержня считаются постоянными.  

Граничные условия имеют вид 

(0) (0) 0, (1) (1) 0.x xu h u u H u       

Здесь h и H – жесткости пружин на левом и 

правом концах соответственно. 

Решение уравнения (1) будем искать в виде 

u= y(x)coswt, тогда (1) запишется в виде: 

  2' ' 0Fy Fy                      (2) 

где 

2
2 w

E


  . 

В настоящей работе предлагается площадь 

поперечного сечения стержня в точке x принять 

в виде: 

  ( ) P xF x e ,                        (3) 

где P(x) = a0 + a1x + a2x
2 
+ ... + anx

n
, коэффициент 

a0 соответствует значению площади сечения в 

точке начала отсчета и считается известным. 

Подставив (3) в (2), учитывая, что P'(x) = a1 + 

+ 2a2x + 3a3x
2 
+...+ nanx

n-1
, получим 

2'' '( ) ' ,y P x y y                         (4) 

1

2

( ) '(0) (0) 0,

( ) '(1) (1) 0.

U y y h y

U y y H y

   

   
               (5) 

Общее решение уравнения (4) будем ис-

кать в виде  

1 1 2 2( , ) .y x C y C y                     (6) 

Здесь y1, y2 – линейно-независимые решения 

уравнения (4). Функции y1, y2 будем строить в 

виде ряда Маклорена по переменным x и λ, для 

которых должны выполняться условия: 

1 1

2 2

(0, ) =1, '(0, ) = 0,

(0, ) = 0, '(0, ) =1.

y y

y y

 

 
              (7) 

Данные Коши (7) обеспечивают линейные неза-

висимости функций y1, y2 в силу свойств опре-

делителя Вронского. Тогда y1, y2, при условии 

(7), запишутся в виде: 

 

2 3
2

1

4
2 2 2 4

( , ) = 1 '(0)
2! 3!

2 "(0) ' (0)
4!

x x
y x P

x
P P

    

      

 

 





2

2

3
2 2

3

4
2

( , ) = '(0)
2!

''(0) ' (0)
3!

'''(0) 3 '(0) ''(0) ' (0)

2 '(0)
4!

x
y x x P

x
P P

P P P P

x
P

  

    

    

  

 

Причем y1, y2 являются целыми функциями по λ 

при каждом фиксированном x. 

Подставив (6) в граничные условия (5),  

с учетом (7), имеем 

 

 

1 2

1 1 1

2 2 2

0,

'(1, ) (1, )

'(1, ) (1, ) 0.

h C C

C y H y

C y H y

   

    

     

          (8) 

Условием существования нетривиального 

решения линейной алгебраической системы (8) 
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для коэффициентов С1 и С2 является равенство 

нулю определителя  

2 1 2 2

1
( ) 0

( (1, )) ( (1, ))

h

U y U y


   

 
    (9) 

соответствующей системы [10]. Преобразуя (9), 

получим  

1 1

2 2

( ) = '(1, ) (1, )

'(1, ) (1, ) 0.

y H y

h y h H y

       

       
      (10) 

Если известна функция площади сечения 

(3) и граничные условия (5), то решением урав-

нения (10) являются собственные значения за-

дачи (4)–(5) (прямая задача). В случае, если из-

вестны собственные значения и условия закре-

пления стержня, а вид уравнения (3) требуется 

восстановить, то (10) есть решение обратной 

задачи. Подставив собственные значения в ха-

рактеристический определитель (10), получим 

систему уравнений относительно неизвестных 

коэффициентов a1, a2, ... an функции (3). 

Рассмотрим решения прямой и обратной 

задач для различных граничных условий. 

 

Случай 1. Жесткое закрепления на обоих 

концах. 

Прямая задача. Пусть P(x) = –4.9–3x+x
2
, 

тогда площадь сечения будет описываться 

функцией (3), график которой приведен на 

рис. 1 (кривая exp(P(x))).  

 

 
 

Рис. 1. Функция площади сечения стержня 

 

Пусть торцы стержня закреплены жестко:  

,0)1()(

,0)0()(

2

1





yyU

yyU
                  (11) 

тогда характеристический определитель (10) 

примет вид [11]: 

2( ) = (1, ) 0.y                 (12) 

При помощи степенного ряда, взятого 

вплоть до степени 40, получаем первые три 

собственных значения уравнения (12): λ1 = 

3.44933, λ2 = 6.44596, λ3 = 9.53441. 

Обратная задача. Пусть известны два соб-

ственных значения λ1 = 3.44933, λ2 = 6.44596 

задачи (4), (11), а функция площади сечения 

имеет вид (3), где P(x) = a0 + a1x + a2x
2
. Требует-

ся по двум собственным значениям и известном 

коэффициенте a0 = –4.9 найти функцию, описы-

вающую закон изменения площади поперечно-

го сечения жестко закрепленного стержня. Для 

определения неизвестных констант a1, a2 под-

ставим собственные значения в характеристи-

ческий определитель (12) и получим систему 

2 1

2 2

(1, ) 0,

(1, ) 0.

y

y

 


 
                      (13) 

Решение системы (13) будем искать чис-

ленно в интервале a1 = –4..4, a2 = –2..2. Выбран 

данный интервал, т.к. при известном значении 

коэффициента a0 после подстановки найденных 

коэффициентов в (3) получим функцию сечения 

стержня, которая не противоречит физической 

постановке. Данный подход – некое подобие 

корректности по А.Н. Тихонову [12], когда ре-

шение ищется не во всей области, а на компак-

те, где решение существует и единственно.  

С помощью математического пакета Maple в 

заданном интервале получены два набора ре-

шений: {a1 = –3.00000, a2 = 1.00000}, {a1 = 

= 1.00000, a2 = 1.00000}, соответственно получим 

функции P(x) = –4.9–3x+x
2 

и Q(x) = –4.9+x+x
2
. 

График для функции площади сечения второго 

решения приведен на рис. 1 (кривая exp(Q(x))). 

Действительно, если сравнить собственные зна-

чения задачи (4), (11) для функций P(x) и Q(x), 

то можно заметить, что собственные значения 

для этих функций совпадают. Это говорит о 

том, что для различных конфигураций стержня 

спектр собственных частот может совпадать. 

Для однозначного решения поставленной зада-

чи, кроме продольных, требуется использовать 

также собственные значения поперечных и 

(или) крутильных колебаний. 

 

Случай 2. Рассмотрим случай, когда гра-

ничные условия не симметричны. Пусть на ле-

вом конце стержня жесткое закрепление, а на 

правом конце свободное: 

    .01'   ,00  yy  

Тогда характеристический определитель 

(10) примет вид: 

2( ) = '(1, ) 0.y                     (14) 

Пусть для данных граничных условий из-

вестны собственные значения λ1 = 2.25372,  

λ2 = 5.02180, а функция площади сечения имеет 

вид (3), где P(x) = –4.9+a1x+a2x
2
. Требуется по 

двум собственным значениям найти функцию, 
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описывающую закон изменения площади попе-

речного сечения стержня. Для определения не-

известных констант a1, a2 подставим собствен-

ные значения в характеристический определи-

тель (14) и получим систему 

1 2 1

2 2 2

( ) = '(1, ) 0,

( ) = '(1, ) 0.

y

y

   

   

 

В интервале a1·= –4..4, a2·= –2..2 найдены 

два решения системы: {a1= – 3.00000,  

a2= 1.00000}, {a1= –1.00000, a2= – 1.00000}. 

Графики соответствующих функций приведены 

на рис. 2, где P(x) = –4.9–3x+x
2
, Q(x) = –4.9–x–x

2
. 

Численные эксперименты показали, что для 

случая, когда на одном из концов закрепление 

жесткое, а на другом свободное, спектр собст-

венных значений функций P(x) и Q(x) совпада-

ет, и найти единственное решение также не 

удается. 

 

 

Рис. 2. Функция площади сечения стержня для 

случая 2 

 

Случай 3. На левом конце стержня жест-

кое закрепление, а на правом конце упругое:  

      .0121'    ,00  yyy  

Тогда характеристический определитель 

(10) примет вид: 

2 2( ) = '(1, ) 2 (1, ) 0.y y             (15) 

Пусть для данных граничных условий из-

вестны собственные значения λ1 = 2.73433,  

 

λ2 = 5.35295, а функция площади сечения имеет 

вид (3), где P(x) = –4.9+a1x+a2x
2
. Требуется по 

двум собственным значениям найти функцию, 

описывающую закон изменения площади попе-

речного сечения стержня. Для определения не-

известных констант a1, a2 подставим собствен-

ные значения в характеристический определи-

тель (15) и получим систему 

1 2 1 2 1

2 2 2 2 2

( ) = '(1, ) 2 (1, ) 0,

( ) = '(1, ) 2 (1, ) 0.

y y

y y

      

      

 

В интервале a1 = –4..4, a2 = –2..2 найдено 

единственное решение системы: {a1= –3.00002, 

a2= 1.00000}. 

 

Оценка погрешности. Проверим вычисли-

тельный эксперимент с помощью зашумления 

входных данных. Для анализа погрешности ме-

тода будем оценивать погрешность восстановле-

ния коэффициента a1 из случая 1. В качестве 

входных данных примем собственные значения, 

заданные в виде λjγ = λj(1+γψj), где λj – собствен-

ное значение, вычисленное с точностью до 

9 значащих цифр; γ – амплитуда зашумления; 

ψj – случайная величина с равномерным законом 

распределения, определенная на отрезке [-1.1]. 

Полагая γ=10
–n

 (n = 3,…,9), исследуем относи-

тельную погрешность δ приведенного в данной 

работе метода в зависимости от γ и ψj. 

В табл. 1 для каждого значения амплитуды 

γ приведены результаты пяти экспериментов с 

различными ψj для коэффициента a1. Значения 

ψj получены с помощью генератора случайных 

чисел математического пакета Maple. Вычисле-

ния проводились со степенными рядами 40 по-

рядка. Для исключения второго решения поиск 

коэффициентов будем производить в более уз-

ком интервале a1·= –4..0, a2·= 0..2. Из табл. 1 

следует, что при погрешности входных данных 

 

Т а б л и ц а  1 

 

Относительная погрешность нахождения коэффициента a1 в зависимости  

от зашумления входных данных 
 

γ δ, %
 

10
3
 1.64168 0.62099 – 2.63914 7.08594 

10
4
 0.13195 0.19562 0.02188 0.03837 0.31462 

10
5
 0.00208 0.01223 0.02932 0.02268 0.01075 

10
6
 0.00115 0.00068 0.00216 0.00027 0.00192 

10
7
 1.76·10

-5
 7.72·10

-5
 0.00014 1.23·10

-5
 0.00023 

10
8
 1.23·10

-6
 2.25·10

-5
 1.40·10

-5
 7.30·10

-6
 3.89·10

-6
 

10
9
 2.45·10

-6
 1.20·10

-6
 3.06·10

-6
 2.36·10

-6
 8.29·10

-7
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не более γ=10
–4

 погрешность восстановления 

коэффициента a1 менее 1%. Вычислительный 

эксперимент показал, что для симметричных 

граничных условий при определенных значени-

ях случайных величин ψj решение задачи вос-

становления коэффициента ai может не сущест-

вовать (отсутствие решения в таблице отмечено 

прочерком). В случае, когда на одном из концов 

стержня упругое закрепление (случай 3), то при 

погрешности входных данных не более γ=10
–3

 

погрешность восстановления коэффициента a1 

не превышает 3%. 

 

Заключение. Из результатов численных 

экспериментов следует, что для однозначной 

идентификации функции переменной площади 

сечения следует использовать упругое закреп-

ление на одном из концов стержня, т.к. в про-

тивном случае могут возникнуть несколько ре-

шений задачи. В случае симметричных условий 

закрепления для однозначного решения требу-

ется дополнительно использовать собственные 

частоты поперечных либо крутильных колеба-

ний. Показано, что для идентификации n неиз-

вестных коэффициентов функции (3) требуется 

n собственных значений. Из оценки погрешно-

сти следует, что погрешность нахождения пе-

ременной площади сечения менее 1% при по-

грешности собственных значений продольных 

колебаний не более  = 10
4
. 

 
Работа выполнена за счет средств Госу-

дарственного задания на 2019–2022 годы 

(№ 0246-2019-0088), а также при финансовой 

поддержке РФФИ (проект № 18-01-00150-А) и 

гранта Республики Башкортостан молодым 

ученым 2020 года № 20ГР. 
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USING VIBRATION EIGENFREQUENCIES 
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The paper presents solutions to the direct and inverse problems on longitudinal vibrations of a rod with a 

variable cross-sectional area. The law of variation of the cross-sectional area is modeled as an exponential func-

tion of a polynomial of degree n. The method for reconstructing this function is based on representing the funda-

mental system of solutions of the direct problem in the form of a Maclaurin series in the variables x and λ. Exam-

ples of solutions for various section functions and various boundary conditions are given. It is shown that to re-

cover n unknown coefficients of a polynomial, n eigenvalues are required, and the solution is dual. An unambigu-

ous solution was obtained only for the case of elastic fixation at one of the rod’s ends. The numerical estimation 

of the method error was made using input data noise. It is shown that the error in finding the variable cross-

sectional area is less than 1% with the error in the eigenvalues of longitudinal vibrations not exceeding 0.0001. 

Key words: rod, eigenvalues, Sturm-Liouville problem, inverse problem, variable section, longitudinal vibra-

tions, polynomial. 




